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Editorial

Los articulos que cierran el ano 2015 de nuestra revista, no obstante tratan
diversos temas y tienen diferentes enfoques y metodologias, comparten un rasgo
comun: expresan interés y preocupaciones por la ensenanza y el aprendizaje
de las matematicas y por la mejora de estos procesos. Esta orientacion, obser-
vada en los diversos escritos, hace evidente el perfil que desde sus origenes
ha mantenido nuestra revista: la vinculacién con los procesos de ensenar y
aprender matematicas, vistos desde sus distintas dimensiones y actores. Es decir
que permanentemente han sido tema de andlisis los alumnos, los docentes, los
procesos de comunicacion del saber, la busqueda e instrumentacién de inno-
vaciones educativas, el diseno de situaciones didacticas, las instituciones donde
los procesos educativos tienen lugar.

Todas las contribuciones sin duda aportaran conocimientos e ideas a nues-
tros lectores, tanto si son investigadores como si son profesores que lidian coti-
dianamente para que sus pupilos aprendan matematicas. Dejando establecido
el valor de los escritos y su potencial utilidad en distintas vias, queremos centrar
nuestros comentarios en un tema poco trabajado entre los investigadores: la
historia de la educacion matematica. Este interés se actualiza a partir del articulo
de Bruno D'Amore e Isabel Fandino: “‘Propuestas metodoldgicas que constituye-
ron ilusiones en el proceso de ensenanza de la matematica”.

El articulo refiere a la historia de las ideas educativas y los recursos que
en distintos periodos fueron introducidos a los sistemas educativos de muchos
paises con el fin de innovar -y con ello supuestamente mejorar- la ensefanza
de las matematicas en la educacion basica.

dPara qué abordar la historia de las ideas y las propuestas educativas en
matematicas?, écudl es el sentido que podemos darle a “una mirada en retros-
pectiva” a la ensefnanza que distintas reformas promovieron en el mundo? Los
investigadores del campo de la educacion matematica no han puesto en duda
el valor de estudiar la historia de las matematicas, pues “El analisis critico del
desarrollo historico de los conceptos matematicos ha sido visto como un auxiliar
para la comprension y explicacion de los mecanismos de apropiacion y cons-
trucciéon del conocimiento y la creacion de propuestas didacticas'.

Menos valor parece haberse concedido a la historia de la ensenanza de las
matematicas (al respecto puede considerarse los pocos articulos que han apa-
recido en educacién matematica sobre este tema). Para entender el valor de la
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historia educativa en matematicas, cito las palabras de Carlos Pereyra, connotado
filosofo e historiador mexicano, anotadas en el libro ¢Historia para qué?: “La fun-
cion del historiador no es amar el pasado, ni emanciparse de él, sino dominarlo y
comprenderlo, como clave para la comprension del presente [y la accion en este
presente]” (Pereyra, C.y otros, 1980, ¢Historia para qué? México, Siglo XXI, p. 16).

En tal sentido, creemos, tiene un gran valor mirar el pasado de la ensenanza de
las matematicas. En concreto, el articulo de DAmore y Fandifo es util para conocer
(o recordar) el pasado reciente de la educacién matematica, de los esfuerzos rea-
lizados por mejorar el aprendizaje; pero aun mas alla: para entender como estas
intenciones con el paso del tiempo mostraron sus bondades y sus limitaciones. Al
grado que los autores hablan, nos parece que acertadamente, de “llusiones”.

La perspectiva desde la que D'Amore y Fandifio hacen la revision de las
diversas propuestas de innovacion introducidas en muchas partes del mundo con
menos éxito del previsto, nos trae a la mente la postura de Guy Brousseau en
torno a la ideologia de la innovacion, consignada en esta misma revista y que
para no correr el riesgo de traicionar, citamos a continuacion:

Una innovacion interesa a cierto nimero de profesores porque les interroga
acerca de sus practicas y les ayuda a luchar contra la obsolescencia. Interesa
a todos aquellos que giran en torno de la ensefanza: formadores, editores,
responsables diversos, debido a que nutre su discurso y justifica su interven-
cion. Interesa a todos aquellos que quieren dar a entender, por algin motivo,
que la ensenanza esta inadaptada. Sin embargo, al hacer de lo novedoso el
criterio esencial para valorar las acciones propuestas, se destruyen las posibi-
lidades de éxito de las mismas, y se muestra al mismo tiempo que no es al
mejoramiento de la ensenanza a lo que se aspira. Efectivamente, lo propio
de una innovacion es descalificar una practica antigua para remplazarla
por otra, y no para corregirla [..] Pero una innovacién ahuyenta a otra, critica
a la precedente, pero no la regula [.] Las modas pasan o regresan sin ver-
daderos progresos. La ideologia de la innovacion aniquila a la innovacion
(G. Brousseau, Educacion Matemdtica, vol. 12, nam. 1, pp. 31-32).

Este brillante parrafo, creemos, nos guia ineludiblemente a la reflexion en
torno a nuestro propio quehacer como investigadores y a ponderarlo a la luz de
pasados intentos de innovacion.

El Comité Editorial
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Propuestas metodologicas que constituyeron
ilusiones en el proceso de ensenanza
de la matematica

Bruno D'’Amore y Martha Isabel Fandino Pinilla

Resumen: Se presentan y se discuten criticamente metodologias e instrumentos
que fueron propuestos con la ilusién de comprender positivamente el complejo
proceso de aprendizaje de la matematica. Se hace un analisis historico y didac-
tico de dichas metodologias e instrumentos. Se muestra la inutilidad de unos y,
en algunos casos, la peligrosidad de otros.

Palabras clave: instrumentos para la ensenanza de la matematica, evolucion
historica de la educacion matematica, formacion de docentes en matematica.

Methodological proposals that constituted illusions in the teaching of math-
ematics process
Abstract: In this paper we present and critically discuss methodologies and tools
that have been proposed in illusory way as positively decisive in the complex
process of learning mathematics. We present historical and didactic analysis to
show the futility in some cases and in others the harmfulness.

Keywords: tools for the teaching of mathematics, historical evolution of math-
ematics education, teacher training in mathematics.

0. PREMISA

La disciplina “Didactica de la Matematica” tiene una historia propia de aproxi-
madamente 40 anos, decretada por estudios especificos al respecto. Uno de los
primeros textos en dicha direccion fue el de Artigue, Gras, Laborde y Tavignot

Fecha de recepcion: 23 de julio de 2015; fecha de aceptacion: 1 de octubre de 2015.
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(1994). En dicho trabajo se habla de “20 anos de didactica de la matematica en
Francia’, lo cual a la fecha implica un poco mas de 40 anos.

En un intento por definir la evolucién histérica de dicha disciplina, se puede
tomar como base la evolucion de los intereses de los investigadores; asi, propu-
simos a finales del siglo xx el siguiente camino (D'’Amore, 1999):

Diddctica A (‘A" de “ars docendi’, traduccién del latin de la palabra
‘didactica”): la didactica de los origenes, en la cual los estudiosos
centraban toda su actividad en las practicas relacionadas con la ense-
fanza de la matematica (qué ensenar, cudndo y como: curriculos, pro-
yectos educativos, instrumentos para la ensenanza..). Temporalmente,
esta fase se ubica entre los anos 1950 y mediados de los anos 1980,
aunque continua todavia hoy, puesto que en algunos centros de
estudios de diversos paises se persiguen solo objetivos de este tipo.
Diddctica B (‘B" en cuanto sucesiva de “A”) o epistemologia del apren-
dizaje de la matemadtica: es aquella que considera el aprendizaje de
la matematica como un hecho especifico y tema principal de la inves-
tigacion. Pensamos en 1986 como fecha aproximada de la transicion
de la investigacion en didactica A a la investigacion en didactica B,
basandonos en el articulo de Guy Brousseau publicado en ese ano
(Brousseau, 1986). Este articulo es el Gltimo de una sucesion de tra-
bajos que tenian como objetivo desmantelar una manera no cientifica
de considerar la investigacion en didactica de la matemdtica para
pasar a una fase nueva. En este articulo, por ejemplo, se funda la
teoria de las situaciones didacticas, esencial para el nacimiento de la
teoria moderna de la Didactica de la Matematica (Brousseau, 2015).
Diddctica C (“C’ en cuanto sucesiva a ‘B"): es aquella fase en la cual
los investigadores cambian la tipologia del sujeto de estudio, pasando
del estudiante al docente y a sus convicciones, decisivas para la crea-
cién y el analisis de las situaciones de aula (D'’Amore, 2006). Podemos
considerar los primeros anos del siglo xxi como el inicio de esta apro-
ximacion (Leder, Pehkonen y Torner, 2002).

Casi siempre centradas en la fase A, se desarrollaron ideas, se dieron suge-
rencias, se lanzaron propuestas.. para un ‘mejoramiento” de la praxis de ense-
nanza de la matematica en los diferentes niveles escolares. Puesto que la fase
A se caracteriza por la falta de rigor en la investigacion, no existen sustentos de
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caracter cientifico de las metodologias propuestas. El hecho es que, para poder
validar la significatividad de un instrumento de ensefianza (tipologia A), es
necesario verificar empiricamente el aprendizaje (tipologia B). Si las propuestas
se quedan en A no puede existir una confirmacion significativa sobre bases
cientificas ni de los instrumentos ni del aprendizaje.

Ademas, es bien conocido que el docente se ilusiona por lo general cuando
le ofrecen metodologias cuyo creador declara que tienen un efecto positivo
garantizado en el aprendizaje, o hace en una busqueda de algo que podriamos
llamar panacea (Kimmel y Deek, 1996). En este articulo se usa precisamente el
término “panacea” en el mismo sentido usado por Kimmel y Deek (véase tam-
bién Powers y Powers, 1999).

El objetivo del presente trabajo es discutir criticamente algunas de estas
propuestas ilusorias que tuvieron éxito y gran difusion durante un cierto periodo
con la esperanza de que el docente aprendiera a hacer uso de los criterios de
andlisis de los instrumentos concretos que a menudo se sugieren para su
accion de aula.

Dividiremos el articulo en dos partes: algunas ideas metodoldgicas iluso-
rias y algunos instrumentos concretos ilusorios. El limite entre metodologias
e instrumentos es sutil, ya que muchos creadores de instrumentos presentan
metodologias mediante estos. Nosotros decidimos hacer una diferencia entre las
ideas abstractas y los instrumentos concretos: en las primeras, se sugieren meto-
dologias de ensefanza, en los segundos, se presentan verdaderos objetos como
instrumentos para la ensefanza, pero siempre para colocarlos en las manos de los
aprendices. Veremos mds adelante una lista y un analisis de los mas conocidos
de estos instrumentos.

Como punto base de este texto, queremos declarar explicitamente lo siguien-
te: las elecciones del docente, aun siendo personales, no lo son estrictamente;
sus elecciones estan fuertemente influenciadas por el contexto ideoldgico y
pedagdgico de la época. Por lo cual, no se puede, en ningin momento, ‘culpa-
bilizar" al docente por sus elecciones, las cuales, en ocasiones, se revelan erro-
neas a los ojos de los investigadores; lo que se puede hacer es identificarlas,
estudiarlas y analizarlas.

EDUCACION MATEMATICA, VOL 27, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2015 9
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1. ALGUNAS IDEAS METODOLOGICAS ILUSORIAS

Enumeramos, describimos y comentamos algunas propuestas del pasado que
condicionaron el complejo proceso de ensenanza-aprendizaje de la matematica
sobre bases ilusorias.

1.1 ENSENAR LA LOGICA DE LOS ENUNCIADOS EN TODOS LOS NIVELES ESCOLARES

En los anos 1990-1999 se pensé que, ensenando la l6gica de los enunciados
a todos los estudiantes de cualquier edad, estos automaticamente aprehende-
rian las bases mismas de la matematica, aprenderian a ‘razonar’, a hacer uso
correcto de deducciones y a demostrar.

Esta ilusion transversal se sustentaba en una analogia entre elementos de la
l6gica de los enunciados y de la lengua madre: conectivos légicos como conecto-
res del idioma natural, cuantificadores légicos como cuantificadores linguisticos,
enunciados 16gicos como frases del lenguaje, deducciones como argumentacio-
nes. Después de varios anos de experimentaciones en dicho sentido, se evidencid
que aquella analogia no era tan inmediata como se pensd (D'Amore, 1991). Aln
mas alla, se vio que son pocos los estudiantes que, en la elaboracion de una
demostracion, recurren a los elementos aprendidos de la l6gica aristotélica. Por
el contrario, es generalizado el uso espontaneo e inconsciente de la légica india
(nyaya) mucho mas anclada a la realidad (una especie de silogismo de cinco
términos, uno de los cuales se llama, no casualmente, “ejemplo”) (D'’Amore, 2005).

En corto tiempo se mostrd que ensenar la logica en todos los niveles esco-
lares era un error metodologico que contribuia a alejar a los estudiantes de la
matematica.

Durante varios anos, se hizo preceder la ensenanza de la légica de los enun-
ciados a la ensefanza de la matematica tradicional, casi como una necesidad
preliminar. Por lo general, los docentes se centraban en solicitar la repeticion
mnemonica por parte de los estudiantes de tablas semanticas de verdad de los
conectivos.

Nosotros no estamos en contra de la ensenanza de la logica, siempre y
cuando se haga de manera adecuada y oportuna. La logica formal es parte
de la matematica tanto como la aritmética, la geometria o la probabilidad, pero
es necesario estar convencidos de que no es la ensefianza de la légica la que
resuelve el problema metadidactico del aprendizaje de la matematica.

10 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2015
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1.2. LA TEORIA “INGENUA” DE CONJUNTOS

La gran mayoria de las argumentaciones de la matematica son de tipo colectivo,
es decir, no tienen que ver con objetos matematicos sino con clases de estos
objetos. Por ejemplo:

* todos los cuadrados son (también) rombos; lo que permite decir que
todo cuadrado es un rombo;

* el conjunto de los divisores de 3 es un subconjunto de los divisores
de 6.

Dichas argumentaciones, como nos lo ensen6 Leonhard Euler (1707-1783),
se pueden representar con graficos oportunos que ilustran muy bien lo que
después se llamo ‘“teoria elemental de conjuntos’ (D'’Amore y Matteuzzi, 1975;
Bagni, 1996; Bagni y D’Amore, 2007; D’Amore y Fandino Pinilla, 2007). Ademas,
como nos lo mostraron los bourbakistas, la matematica puede reducirse al
estudio de estructuras y, por tanto, usar la teoria de conjuntos como lenguaje
formal para toda la disciplina. Este camino lo habia indicado Felix Klein con sus
definiciones estructurales de geometria que definen las varias geometrias como
grupos algebraicos particulares (D'’Amore y Matteuzzi, 1975).

En los anos 1960-1970, se inicid desde Estados Unidos una reforma radical
del curriculo de matematica de todos los niveles escolares basada en una teoria
ingenua de conjuntos como consecuencia de la autocritica a su sistema educativo
derivada del lanzamiento del cohete soviético llamado Sputnik en 1957. ‘Teoria
ingenua de conjuntos’ fue una manera de indicar una teoria de conjuntos no
demasiado formal y ciertamente no axiomatica. La matematica que se propu-
so teniendo como base esta teoria se llamo: New Math, Nueva Matemdtica,
Matemadtica moderna (Phillips, 2014).

Segun varios autores, uno de los artifices tedricos de esta propuesta fue
André Lichnerowicz (1915-1998) que trabajaba en Francia en esa época. En
1967 el gobierno francés creo la “Comisién Lichnerowicz’, formada por un grupo
de eminentes docentes de matematica. La Comision recomendé explicitamente
un curriculo que asumiera como base la teoria de conjuntos (adaptando esta
teoria a cada uno de los niveles escolares) a fin de poner tempranamente a los
ninos en contacto con las estructuras matematicas (Mashaal, 2006).

La propuesta puede explicarse asi: hay que privilegiar en las escuelas,
incluso a partir del preescolar, una teoria no formal de conjuntos, y tratamos
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dicha teoria y sélo esta hasta que sea aprehendida y quede enraizada en los
conocimientos de los estudiantes de forma tal que les permita insertar en este
contexto logico-linguistico-representativo cualquier aspecto de la matematica.

Como consecuencia de esta perspectiva, desaparecia la geometria euclidia-
na tradicional y se posponia la aritmética. Se asistia al siguiente fendmeno: los
estudiantes de primaria aprendian el significado (al menos con ejemplos parti-
culares) de conjunto vacio, conjunto universo, interseccion, subconjunto, perte-
nencia, etcétera, pero no sabian calcular el resultado de una adicion o de una
sustraccion. La reaccion critica de los matematicos fue violenta, en particular
causo gran sensacion el analisis critico de Morris Kline (1973).

Las investigaciones que se hicieron en varios paises, incluso en [talia
(D'Amore, 1975), mostraron que se trataba de un suefio lejano de la realidad del
aprendizaje y fue asi como esta teoria de conjuntos se abandono rapidamente.

Esta via a la matematica se reveld del todo innatural, forzada, sin resultados
significativos, ya que la capacidad de resolver problemas incluso banales era
imposible de alcanzar siguiendo este camino. En particular, se revelaron decisi-
vos los analisis criticos, profundos y detallados de Guy Brousseau (1965, 1972,
1980a, 1980b, 1982, 1984, 1986; Brousseau y Perez, 1981).

Sin embargo, esto no significa que no sea posible disenar un grafico en el cual
se hable de ciertos conjuntos de objetos matematicos, como el siguiente:

rombos

cuadrados

Todos saben interpretar este grafico de manera intuitiva: todo cuadrado es
un rombo, pero existen rombos que no son cuadrados. Lo que estamos diciendo
es que no es necesario desarrollar una teoria especifica para disefar un grafico
con un significado banal e intuitivo como el del ejemplo, ya que, si lo hacemos
asi, nos arriesgamos a confundir el instrumento del cual nos valemos para la
ensenanza con el objeto de estudio, confusion que en didactica de la matema-
tica se llama deslizamiento metadiddctico (Brousseau y D'’Amore, 2008).
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1.3 LoS DIAGRAMAS DE FLUJO

Los diagramas de flujo nacieron en el ambito de las representaciones graficas
para proporcionar modelos visibles de algoritmos, procedimientos ordenados de
tipos diversos que seguian un orden determinado y secuencias de operaciones.
En inglés se llaman flow charts y tuvieron un gran desarrollo en informdtica.
Se crearon formas convencionales para indicar la tipologia de los objetos en
cuestion, por ejemplo rectangulos, rombos, hexagonos, paralelogramos, etcétera.
Entre estas formas se colocan flechas para indicar el orden que se debe seguir
en la secuencia de las operaciones o de las instrucciones. Se trata, por tanto, de un
caso especifico de los llamados diagramas de bloques que sirven para describir
procesos. Una exhaustiva resena historica de los diagramas de flujo y de sus
usos se encuentra en Yourdon y Constantine (1979).

El éxito de este instrumento radicé en el intento de los anos 1970-1975 para
introducir en la ensenanza escolar las bases de la informdtica. Tal vez una de
las primeras contribuciones divulgativas de esta sugerencia es la Guia mono-
grafica numero 4 del proyecto Nuffield para la Matemdtica (Fundacion Nuffield),
con base editorial en Edimburgo, Londres y Nueva York Esta Guia (Nuffield
Project, 1972), exclusiva para los docentes, fue traducida en varios paises en un
lapso de tiempo muy corto.

En este texto 4 del proyecto Nuffield, las paginas 6-12 se dedican a presentar
una introduccién a los diagramas de flujo como esquemas para estructurar una
sucesion de actividades, por tanto propuestos como acceso a la descripcion de
los algoritmos y después a la programacién de las computadoras como objeto
de ensenanza y aprendizaje de la matematica.

Hemos analizado numerosas publicaciones de dicho periodo, a partir de
la primera mitad de la década de 1980 hasta mediados de los anos 1990, y
los diagramas de flujo siempre se proponen con los objetivos con que fueron
creados originalmente: la idea de ensefar a los estudiantes a programar, al
inicio principalmente en lenguaje Basic, que lentamente se abandond, y hoy se
propone en raras ocasiones.

No se sabe en donde surgio la idea de usar este instrumento de caracter
netamente descriptivo, convirtiéndolo en un instrumento estratégico-resolutivo,
en clave didactica. Se puede pensar que la hipotesis didactica se pueda descri-
bir como sigue: utilizamos los diagramas de flujo para representar el proceso
a seguir en la resolucion de problemas escolares sin importar el nivel escolar,
iniciando desde la escuela primaria y haciendo coincidir el razonamiento reso-
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lutivo con la representacion del proceso. Esta manera de pensar se apoyaba en
que el uso de los diagramas de flujo ayudaria a los estudiantes a reflexionar
sobre el procedimiento y, por tanto, aumentaria su capacidad para resolver
problemas. El texto que mdas a menudo se cita por casi todos los defensores de
esta desviacion del significado real de los diagramas de flujo es el famoso libro
de Seymour Papert (1980), traducido a varios idiomas.

Pero existen dos puntos criticos sobre los cuales reflexionar.

e Punto 1

En la resolucién de un problema, sin importar qué tipo de problema sea,
existe un momento creativo. Por ejemplo, en el clasico estudio de Glaeser (1975)
existen cinco fases que constituyen el proceso heuristico en la sucesion de las
acciones de resolucion de los problemas:

* |a preparacion;

e |a incubacion;

* el "bricolaje”;

* el eureky;

* la verificacion y la redaccion.

El eureka es el momento central, irrenunciable y creativo. Mas aun, es preci-
samente este hecho el que diferencia la resolucién de un problema respecto a
la ejecucion de una operacion o de un ejercicio, actividades que se considera
requieren de una menor exigencia cognitiva. Por tanto, ninguna representacion
grafica de un problema, por detallada que sea, facilita la capacidad de afrontar
con éxito el momento creativo (estratégico, dicen algunos) que se pone en juego
en la resolucion de un problema (D'Amore, 1995).

e Punto 2

La dificultad de describir la resolucién mediante el diagrama el flujo relativo
a un determinado problema es siempre ampliamente superior a la dificultad de
resolver dicho problema escolar, sin importar la edad o el nivel. Por tanto, a la
evidente y bien conocida dificultad de los estudiantes de resolver los problemas
con la solicitud de recurrir a los diagramas de flujo no se le dio una respuesta
de ayuda en términos reales, sino que se le agregd una dificultad mas, por lo
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general insuperable. Fueron muchos los alumnos de primaria o de secundaria
que declaraban tener dificultad para disenar el diagrama de flujo, incluso cuando
habian podido resolver el problema sin recurrir a este diagrama. Hay evidencia
de nifos que aseguran saber resolver el problema, pero no saber disenar el
diagrama de flujo, y algunos afirman que deben disenarlo porque es lo que
el docente pretende en el aula (D'Amore, Fandino Pinilla, Marazzani y Sbaragli,
2008; DAmore y Marazzani, 2011).

Después de mostrar estos puntos criticos en gran parte del mundo, esta
ilusion fue ampliamente criticada y este instrumento fue totalmente abandona-
do (DAmore, 2014). Esto no significa que no se puedan usar secuencias bien
estructuradas para indicar el orden de las operaciones que se deben realizar,
mas aun, en ocasiones estas secuencias son considerablemente Utiles. Lo expli-
camos con un ejemplo.

El nifo de primaria tiende a utilizar el signo igual dandole un significado pro-
cedimental y no relacional, siendo esta ultima interpretacion la esperada en la
ensenanza (Camici y otros, 2002). Esto significa que algunos nifos resolveran el
problema: “El propietario de una papeleria compra 12 cajas de boligrafos. Cada
caja contiene 6 boligrafos y cada boligrafo cuesta 2 euros. ¢Cudnto debe pagar
el propietario por las cajas de boligrafos?” de la siguiente manera:

12X 6=72Xx2=144
y No asi:
12X 6=72
72 X 2 =144

porque consideran que el signo = significa “da” (‘resulta”), es decir, que el signo
= indica un procedimiento (Boero, 1986; D'’Amore, 1993a).

Las dos expresiones son similares desde el punto de vista semidtico, pero no
desde el punto de vista semantico. Las dos funciones, objetivacion y comunicacion,
son fundamentalmente diferentes y, por consiguiente, llevan a juicios muy diferentes
en lo relacionado con la evaluacién de la produccién del alumno (Duval, 19953, b).

Varios investigadores en todo el mundo sugieren proponer a los ninos reem-
plazar el signo = por una flecha para ir apropiandose poco a poco del signifi-
cado de igualdad (Boero, 1986; D’Amore, 2014). Por consiguiente, es oportuno
hacer que los ninos sean conscientes del hecho de que se trata de realizar dos
operaciones y que la segunda es consecuencia de la primera en el proceso de
resolucion de dicho problema.
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Desde hace algunos anos, se abandoné del todo la propuesta de hacer
que un esquema del texto preceda al proceso de resolucion de un problema 'y
después establecer el procedimiento por sequir en forma de diagrama de flujo;
pero esta idea fue una ilusion que permanecio en el mundo de la escuela por
mas de un decenio.

1.4 “RECETAS” METODOLOGICAS PARA RESOLVER PROBLEMAS

Puesto que el aprendizaje estratégico (Fandino Pinilla, 2010) parece ser uno de los
aprendizajes mas complejos en casi todos los niveles escolares, se han dado, en el
curso de los anos, sugerencias de tipo metodoldgico que el docente utiliza para
incentivar a los estudiantes que estan resolviendo un problema. Normalmente,
se trata de estimulos concretos e indicadores de direcciones estratégicas para
la resolucion del problema. Un analisis atento evidencia la inutilidad de estas
sugerencias y, en ocasiones, su efecto contrario.

Este tipo de indicaciones se pueden aglutinar en un grupo que llamaremos
‘recetas metodoldgicas’ (modelos normativos). (La definicion de este tipo de
modelos, sobre su presencia en las aulas y sobre su futilidad, se encuentra ya en
Kleinmuntz, 1976; una resena histérico-critica se encuentra en D'’Amore, 1999.)

Es interesante el hecho de que, al pedir al estudiante describir sus procesos
personales de resolucion, él utiliza precisamente las frases del docente como
si fueran un guion (Kleinmuntz, 1976; Resnick y Ford, 1981); hoy sabemos que
este tipo de actitud se debe, sin duda alguna, al fendmeno del contrato didactico
(Brousseau, 1986; para un andlisis mas actualizado, véase D'’Amore, Fandifo
Pinilla, Marazzani y Sarrazy, 2010).

Hemos identificado algunos de estos estimulos, considerados por los docen-
tes como guia metodologica Util o necesaria para resolver un problema de mate-
matica. Para cada uno de estos estimulos, proponemos un comentario derivado
de las reflexiones criticas de los propios docentes. (Sobre la identificacién de
estas frases y sobre las autocriticas de los docentes en servicio, véase D'Amore,
1993ay 2014).

» “Debes prestar mucha atencion”; el poner atencion a lo que se esta
haciendo no es algo que pueda ordenarse desde el exterior ni es
condicion suficiente para alcanzar el aprendizaje conceptual ni para
la resolucion de un problema.
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* ‘“Lee bien el texto”; el texto en el cual se propone un problema no
siempre aparece necesariamente como un texto escrito, el problema
puede presentarse con un diseno o de manera oral o con un grafico
o de cualguier otra forma; y ademas, el “leer bien” no tiene un sig-
nificado preciso; el estudiante podria “leer bien” un texto, palabra por
palabra, y no entender el sentido de lo leido.

* ‘Lee bien la pregunta’; ademas de la critica precedente, no siempre
la pregunta del problema es explicita; en ocasiones ni siquiera esta
presente.

* ‘“Encierra con un circulo los datos numéricos’; no siempre los datos
corresponden a numeros y no siempre estos datos numeéricos son
utiles en 1a resolucion de un problema.

» “Subraya la pregunta’; la pregunta no siempre requiere ser evidencia-
da; ademas, hay problemas en los que no es posible singularizar la
pregunta, lo que lleva inevitablemente al fracaso.

* “Busca la palabra clave que te ayudard a entender’; la supuesta llamada
‘palabra clave” puede ser un obstaculo semantico en la busqueda de la
operacion resolutiva. Estudios de didactica de la década de 1980-1990
evidenciaron cémo lleva al fracaso esta sugerencia.

* “Decide cudl es la operacion (aritmética) para resolver’; no siempre
existe una supuesta “operacion para resolver’ para caracterizar la
resolucion de un problema.

* “Analiza si el numero que estas buscando debe aumentar (en ese caso
se trata de una adicion o de una multiplicacion) o si debe disminuir (en
ese caso debes usar..); las operaciones “que aumentan” o “que dismi-
nuyen” son algunas de las sugerencias mas erroneas que el docente
puede proporcionar a sus estudiantes; como ejemplo, veamos una
multiplicacion que no aumenta: 12 X 05 (Fischbein, 1985a, 1985b).
(Sobre todo esto véase también: Brousseau y D’Amore, 2008).

Para concluir, diremos que no existen ni caminos ni estrategias, ni algorit-
mos ni indicaciones verbales oportunas para ensenar a resolver problemas en
ningun nivel escolar; la fase creativa “eureka” (véase 1.3) no puede identificarse
con un algoritmo. No es por casualidad que hoy se hace una distincion entre
“ejercicio” (cuya praxis ejecutiva se desarrolla en la zona efectiva de Vygotsky) y
“‘problema” (cuya praxis resolutiva se desarrolla en la zona de desarrollo préximo
de Wgotsky) (Fandifio Pinilla, 2010).
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1.5 EL LABORATORIO DE MATEMATICA

En los anos 1960-1970 se desarrollé la idea de no limitar la ensefanza vy el
aprendizaje Unicamente al aula y a la teoria, a las lecciones “frontales” como
se decia entonces, sino de extenderlos al “hacer’ (De Bartolomeis, 1978; para
un resumen histérico de la evolucion de las metodologias de ensefianza, véase
Frabboni, 2004).

Se trataba de idear actividades manuales en las que el concepto matematico
que se quiere alcanzar debia modelarse concretamente y se invitaba al estu-
diante, solo o0 en grupo, a entrar en un verdadero taller dotado de instrumentos
de trabajo manual (sencillos), a fin de realizar materiales que respondian a
ciertas tareas y a ciertas caracteristicas que eran ilustraciones concretas de ideas
matematicas.

Sobre las modalidades concretas y tedricas de interpretacion de los labora-
torios, se hicieron grandes debates; nosotros fuimos y somos partidarios de una
interpretacion “fuerte’, es decir:

* un laboratorio debe ser pensado como un verdadero taller, con activi-
dades concretas especificas;

* con actores especificos (no sélo alumnos), por ejemplo, un experto de
laboratorio; hay que evitar la identificacién del experto de laboratorio
con un docente, para no crear en el ambiente del laboratorio las nor-
mas negativas del contrato didactico;

* un local especifico (no el aula en un momento que se extrae de la
rutina de clase).

Todo esto, con ejemplos concretos, teorizaciones especificas y guias practicas,
se encuentra, por ejemplo, en Caldelli y D’Amore (1986) y en D'Amore (1988a,
b, ¢, 1989a, b, 1990-1991).

Se podria poner en la base de esta metodologia didactica la siguiente reflexion
de esperanza: si el estudiante hace, construye la matematica de la realidad y en
la realidad, dicha matematica conllevara un aprendizaje eficaz. Vale, sin duda, la
siguiente maxima: si hago, entiendo.

Se estudiaron entonces multiples actividades que llevaran a lograr este
objetivo que, en un primer momento, parece no tener ninguna relacioén con la
matematica, de por si abstracta (por ejemplo, Caldelli y D’Amore, 1986; D'’Amore,
1988a, b, 19893, b, 1990-1991).
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Al iniciar la década de 1980, un gran numero de Provveditorati agli Studi de
[talia (Direcciones escolares provinciales, representaciones locales del Ministerio
[taliano de la Instruccién Publica, con poderes auténomos de decision), sensibles
a este tipo de experiencias didacticas, concedian una descarga académica: es
decir, algunos docentes cambiaban su estatus de docente y se convertian en
expertos de laboratorio. Esto se presentd, en particular, en la ciudad de Bolonia
(en un cierto momento se llegd a tener 10 docentes en esta condicion) y en la
provincia (Imola, Castel San Pietro) y Lugo (Ravena).

En nuestra concepcion, el laboratorio es, por tanto, un lugar diferente del
aula, dotado de todos los instrumentos necesarios para la elaboracion de
un objeto concreto hecho por un alumno, donde hay un técnico especifico a
disposicion que ayuda a los estudiantes desde un punto de vista concreto. En
la discusion entre docente y estudiantes en el aula, se evidencia un problema
conceptual matematico, se interpreta desde un punto de vista concreto, se
transforma en el proyecto de un objeto que reuna ciertas condiciones y que
resuelva ciertos problemas. Individualmente o en grupo, el estudiante, en ciertos
horarios, abandona el aula y se transfiere al laboratorio, donde el proyecto tiene
que transformarse en un objeto concreto. El objeto terminado se discute entre
el grupo y el técnico. En un segundo momento, superada la discusion, se lleva al
aula, se propone al docente y a los companeros de clase, explicandolo desde
un punto de vista matematico. Los resultados eran considerados excelentes y la
aprobacion de esta modalidad era total. Pero ya a mediados de los anos 1980,
nuestros analisis didacticos y las observaciones empiricas en aula comenzaron
a mostrar los limites de esta metodologia didactica (D’Amore, 19883, b).

En el laboratorio se manifestaban casos de rechazo a la metodologia,
por ejemplo, en estudiantes poco interesados en el “bricolaje’; se presentaron
situaciones andlogas a las producidas por el contrato didactico en el aula. Una
vez construido el objeto-modelo, se encontraba dificultad para reinterpretarlo
sobre la base del problema matematico que sustentd su construccion; asi como
muchos otros problemas didacticos.

Hoy, el laboratorio de matematica existe aun, y somos partidarios de él y
lo proponemos como metodologia diddactica, incluida la fase de las muestras
abiertas al publico (D’Amore y Giovannoni, 1997). Sin embargo, debido a los ana-
lisis hechos por nosotros mismos y a la concientizacion alcanzada, nos vimos
obligados a reconocer que es necesario considerar sus limites y poner de mani-
fiesto las contraindicaciones en el uso de esta metodologia didactica (D'’Amore
y Fandino Pinilla, 2003).
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El laboratorio como modalidad didactica de ensenanza-aprendizaje existe
aun y se trata de una excelente modalidad a la cual se hace referencia incluso
hoy (D'Amore y Marazzani, 2005, 2011). No obstante, al hacer uso de esta moda-
lidad, es necesario considerarla criticamente, tener en cuenta los estudios cien-
tificos que se han hecho sobre ella: nadie puede aulin pensar en el laboratorio
COMO una panacea o como una metodologia cien por ciento positiva.

1.6 UsO DE LA HISTORIA DE LA MATEMATICA EN LA ENSENANZA DE LA MATEMATICA

Pensamos que, asi como la literatura se estudia a través de su historia, también
puede resultar interesante dar a los estudiantes informaciones de caracter his-
torico sobre la matematica (D'’Amore, 2004). Existe una gran diferencia entre el
italiano de Dante Alighieri (1265-1321) y el italiano de Italo Calvino (1923-1985).
Existe una gran diferencia entre el espanol de Miguel de Cervantes Saavedra
(1547-1616) y el espanol de Gabriel Garcia Marquez (1927-2014). En ocasio-
nes, se tiene la impresion de que la matematica es ahistorica, que Pitagoras,
Descartes y Peano fueron colegas contemporaneos; sin embargo, entre el pri-
mero y el ultimo hay un intervalo de 2 500 afos, lo que sorprende a muchos y
no solo a los estudiantes.

Considerando siempre el punto de vista del aprendizaje del alumno, fuimos
activos defensores del hecho de que muchas cuestiones matematicas pueden
proponerse, facil y significativamente, recurriendo a hechos histéricos vy, en
esta misma direccién, contribuimos fuertemente en la creacién de materiales
apropiados para esta transposicion didactica (por ejemplo, DAmore y Speranza,
1989, 1992, 1995), pero las contribuciones en este sentido de diferentes autores
son muchas mas.

Mas aun, teorizamos el hecho de que el uso de la historia puede ser presen-
tado en tres planos diferentes:

» epistemologico-critico,
* cronologico y
e anecddtico,

con funciones didacticas profundamente diferentes (D'’Amore, 2004).

En relacion con la formacion de los docentes, ademas, siempre hemos insis-
tido en la importancia de una formacion:
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* en primer lugar: disciplinar (pertenecemos al mundo de quienes con-
sideran que no puede ensenar la disciplina X quien no sea un optimo
conocedor de X);

* en segundo lugar: didactica (conocer la disciplina X es condicion
necesaria pero no suficiente para ensenar X: hoy existe la didactica
de la disciplina X),

» en tercer lugar: historica y epistemoldgica.

Este ultimo aspecto no solo es necesario por motivos culturales (que a noso-
tros nos parecen obvios), sino también por motivos profesionales: la didactica de
la matematica, y con mayor precisién la teoria de los obstaculos (D’Amore, 1999),
mostré ampliamente |a existencia de obstaculos epistemologicos en el aprendi-
zaje de la matematica (D'Amore, Radford y Bagni, 2006; D’Amore, Fandifio Pinilla,
Marazzani y Sbaragli, 2008). Sin embargo, si en verdad se quiere ayudar a un
estudiante con dificultades y si la naturaleza del obstaculo es de tipo epistemo-
l6gico, es necesario el conocimiento de la historia (también epistemolégica) del
objeto matematico que se transformo en obstaculo para el aprendizaje.

En el transcurso de los anos, hicimos la siguiente hipdtesis: en la introduc-
cion de un objeto matematico para su aprendizaje, es util dedicar tiempo a la
historia de dicho objeto o, por lo menos, al periodo historico o al personaje que
lo cred; una actividad de este tipo activa el interés hacia el objeto. En esta hipo-
tesis estamos de acuerdo con varios estudiosos (Fauvel y Van Maanen, 2000;
Bagni, 2004a, 2004b, 2004c; Bagni, Furinghetti y Spagnolo, 2004).

Pero al usar esta metodologia, iqué garantias tenemos sobre el aprendizaje
efectivo del objeto matematico propuesto? Aun siendo defensores convencidos
del uso de la historia en el proceso de ensenanza y aprendizaje de la matema-
tica, debemos denunciar el hecho de que la ecuacion ingenua:

uso de la historia en la ensenanza = aprendizaje sequro

no funciona automaticamente.

Es cierto que tener siempre a disposicion un contexto historico produce cultura
y tiene grandes potencialidades, pero la certeza de activar el interés y, como
consecuencia, alcanzar el aprendizaje no estan banalmente relacionadas con
estos factores ni con estos contenidos.

Aun con estas limitaciones, consideramos que el conocimiento tanto de la
historia como de la epistemologia de la matematica es necesario en la forma-
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cion de los docentes, pero esto no significa que tengan que ser utilizados como
instrumentos didacticos explicitos con los estudiantes; si se decide hacer uso de
la historia con este fin, se requiere mucha cautela. Por si solo, este instrumento
metodologico es apreciable, pero no es una panacea. Haberlo considerado
como tal en un reciente pasado fue una de las tantas ilusiones.

1.7 ADOPCION DE CURRICULOS O DE PROYECTOS EXTRANIEROS

Una actitud tipica del mundo de la didactica activa, pero no de la investigacion,
es la de considerar que los curriculos nacionales no estan a la altura de la
situacion actual y, como consecuencia, miran con admiracion los curriculos de
otros paises. Por ejemplo, un determinado pais extranjero tiene éxito en las prue-
bas PisA 'y, por tanto, se piensa que el sistema escolar de dicho pais es el mas
adecuado, digno de ser imitado e importado. Esta actitud superficial e ingenua
no se encontrd sélo en el pasado; leemos continuamente palabras de ministros,
o de los llamados expertos o de profesionales de la educacion, que suefan
con importar a sus paises metodologias instrumentales utilizadas en los paises
cuyos estudiantes tienen éxito en las pruebas PisA, con la esperanza de poder
resolver asi el fracaso de los estudiantes de sus propios paises en relacion con
la matematica.

En ese tiempo, siempre como ejemplo, se difundio en Italia la idea ilusoria de
usar como libros de matematica para la escuela primaria textos escolares finlande-
ses, sin siquiera traducirlos (idea que hace proselitismo entre las personas acriticas).
La red italiana esta saturada de comentarios con este propdésito y, en numerosas
localidades, se estan difundiendo banalidades acerca del uso de estos textos,
considerandolos la solucion a los problemas del aprendizaje de la matematica.

Todo esto se traduce generalmente en importar programas de otros paises o
en adoptar proyectos didacticos que han tenido éxito en otros contextos. Estos
suenos, vagamente xendfilos, aun en sus obvias y evidentes diferencias, son
analogos. En el pasado, algunos paises, que se autoconsideraban inferiores con
respecto al desarrollo, llamaban a ‘expertos” en modelos extranjeros, les enco-
mendaban la formacion de los docentes sobre los nuevos curriculos y absorbian
sus experiencias. Podriamos tener varios ejemplos concretos, de los cuales tuvi-
mos conocimiento personal. Este comportamiento siempre ha sido un fracaso.

El curriculo de matematica de un pais debe expresar también la historia
social y la historia cultural de dicho pais, por lo que no puede ser aséptico,
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acultural ni ahistorico. No tenemos conocimiento de ningun ejemplo positivo
de adopcion de modelos del exterior que haya tenido éxito en el aprendizaje.
Y la situacion es analoga en relacion con los proyectos extranjeros. En ltalia,
por ejemplo, se tradujeron los proyectos RICME (htingaro) (en 1976), Nuffield (de
1967) y el School Mathematics Project (de 1972) (ingleses), Scottish Mathematics
Project (se tradujo solo en minima parte en la década de 1970) y Fife Project
(1978) (estos dos ultimos, escoceses) y tantos otros. Se trataba, sin duda alguna,
de proyectos interesantes, estimulantes y curiosos, pero abandonados rapida-
mente por su lejania a la sensibilidad y a las expectativas de los docentes
italianos.

Como deciamos lineas arriba, y como lo ratificamos, un proyecto refleja la
identidad cultural, matematica y epistemoldgica del pais en el que nace, asi
como la practica didactica de este pais vy, por tanto, una cierta manera de pen-
sar. ks verdad que se pueden tomar ejemplos extranjeros, pero en ocasiones se
entra en abierto conflicto.

Un proyecto didactico o un curriculo deben ser compartidos, pensados y
construidos de comun acuerdo; deben respetar la manera de pensar y de ser
profesional de cada uno de los docentes. Esto no quiere decir que un curriculo
0 un proyecto extranjero no puedan dar ideas concretas (metodologicas y con-
ceptuales) al docente, es mas, sequramente lo haran. Pero confiar en estos con
fe ingenua y acritica ciertamente no ayuda en el proceso profesional de ense-
nanza y aprendizaje.

El conocimiento critico de curriculos y proyectos extranjeros es, sin duda, de
gran ayuda porque abre al mundo y ciertamente sugiere ideas estimulantes. Su
uso acritico no puede ser una panacea, se trata sélo de una idea ilusoria un
poco banal.

Una ultima nota. Para nosotros, un curriculo o un proyecto son la expresion
de una cultura local del pais y representan de algun modo su historia. Pero los
resultados de la investigacion en didactica de la matematica, por el contrario,
son universales. El contrato didactico, el fenémeno de la formacion de miscon-
cepciones, lo inadecuado de ciertos modelos intuitivos respecto a los modelos
formales, la dificultad en la gestion de las transformaciones semidticas, el proble-
ma del aprendizaje de la generalizacion, etcétera, son la evidencia de problema-
ticas en el proceso de aprendizaje que se pueden considerar comunes a todos
los paises. Recientemente, algunos estudiosos quisieron discutir la veracidad de
la ultima afirmacion, proponiendo que los estudios de didactica de la matema-
tica deberfan ser locales y, por tanto, focalizados en el pais, sus tradiciones y su
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historia cultural. Nosotros no excluimos que se puedan hacer consideraciones
de este modo de pensar (mas aun, somos conscientes y estamos de acuerdo
con D'’Ambrosio, 2002); pero en general, el interés de la didactica de la matema-
tica es general y no local.

2. LOS INSTRUMENTOS ILUSORIOS

En este apartado presentaremos algunos materiales concretos o recursos didac-
ticos que fueron pensados como idéneos para la ensefianza de algunos temas
de la matematica, en particular, para la ensefanza de la aritmética y la logica.
El énfasis que se cred alrededor de estos instrumentos fue siempre excesivo, ya
que fueron tomados como verdaderas panaceas para el aprendizaje, mientras
que su creacion hacia referencia sélo a metodologias concretas de la ense-
fianza. Presentaremos sélo algunos, pero estos materiales (llamados algunas
veces ‘materiales estructurados’, a causa de su especificidad y de las detalladas
reglas de uso), contintan utilizandose todavia hoy, aunque con énfasis siempre
menor, mientras que otros ‘inventores’, en diferentes paises, contintan creando
ilusiones en los docentes menos criticos.

Entre los materiales que no mencionaremos especificamente, tenemos dos
categorias.

a) Los juegos ludicos que hacian referencia al aprendizaje bajo esléganes
como: Aprender jugando. Por lo general se trataba solo de juguetes cuya
funcion dentro del aprendizaje quedaba algo escondida o aparecia como
ingenua. Un analisis cientifico de la eficacia de estos juguetes debera ser
afrontado algun dia por un estudioso.

b) El uso de las mic como garantia de aprendizaje. Este tema necesita un
analisis profundo detallado y especifico, dada la vastedad de los instru-
mentos hoy disponibles. Pero los estudios sobre las ilusiones en ocasiones
acriticas que se desarrollaron alrededor de estos temas son multiples, por
ejemplo, Davis (1992) habla explicitamente de panaceas. Pero ya al alba
del uso de varios instrumentos, en particular la pc en la escuela, habia
voces que intentaban frenar los entusiasmos faciles y banales (por ejem-
plo, DAmore, 1988¢).
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Como lo hemos dicho, estas dos tipologias de instrumentos (a y b) requieren
un analisis especifico que aqui no haremos.

2.1 LAS REGLETAS O NUMEROS EN COLORES

Se trata de materiales por lo general de madera con forma de prismas cuadran-
gulares regulares; el primero (blanco) es un cubo, es decir, la altura del prisma
es la misma del lado del cuadrado de base; el segundo (rojo) tiene el doble de
la altura del primero; el tercero (verde) tiene el triple de la altura del primero; y
asi sucesivamente hasta alcanzar una altura diez veces mayor que la altura del
primero, y el color del prisma cambia a medida que cambia la altura de este.

~d
£

La ideacion tedrica se debe al matematico, pedagogo y filésofo egipcio Caleb
Gattegno (1911-1988), y la realizacion practica y la relativa experimentacion
en la practica didactica se debe al pedagogo belga Georges Cuisenaire (1891-
1975).

La idea original consiste en agregar una variable semiotica a las ya eviden-
tes diferencias de altura entre los prismas para ensefiar a dominar los nimeros
naturales del 1 al 10 y la suma de dos o mas numeros naturales igual a 10
(1+9,2+ 4+ 4,y asi sucesivamente); es decir: juntando prismas de longitudes
diversas hasta alcanzar el prisma de altura 10. En todo esto, el color tiene una
funcion de gusto estético, pero ciertamente ninguna importancia de caracter
didactico.
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Tuvimos manera de evidenciar los desaciertos didacticos que se esconden
detras de estos instrumentos que, no obstante, tuvieron una gran popularidad
y un gran exito intercontinental. La idea de agregar a las ya tantas variables
semioticas de los numeros naturales la variable cromatica, ciertamente agrada-
ble y por tanto atractiva, esconde trampas o dificultades no banales (Locatello,
Meloni y Sbaragli, 2008).

La primera es que no existe ninguna “logica cromatica” en los modelos de las
operaciones elementales: los colores son del todo casuales, no podria ser de
otra manera. Rojo mas Verde igual a Amarillo no tiene ninguna motivacion
de caracter cromatico.

La segunda es que los niimeros que se citan representan medidas lineales,
las alturas de los prismas cuya base es la misma para todos, pero cuya altura
es diferente; sin embargo, no es posible una interpretacion cardinal ni ordinal de
los nimeros (a menos que se hagan forcejeos innaturales); por consiguiente, se
pierden o se olvidan significados importantes que forman parte de la construc-
cion cognitiva del conjunto de los nimeros naturales (Marazzani, 2007).

La tercera es que no existe ninguna representacion del numero cero, salvo la
ausencia del objeto; por tanto, no se puede representar 7 + 0; el nimero natural
cero queda excluido de este instrumento.

En nuestra opinion, estas graves lagunas y estas evidentes contradicciones
no implican automaticamente que no puedan utilizarse las regletas (o nimeros
en colores). Todo artefacto humano tiene sus potencialidades positivas; en este
caso, por ejemplo, el control directo de las alturas, lo agradable del objeto en si,
la posibilidad de hacer algunas adiciones haciendo simples junturas.

Lo importante es no caer en el engano ilusorio de la panacea: este ins-
trumento tiene también implicaciones negativas que es necesario conocer; es
preciso no idealizar el instrumento como si fuera el mejor entre todos, como si
fuera la solucién a todos los problemas de aprendizaje. Porque las cosas no son
asi. Por tanto, es necesario conocer bien las ventajas y desventajas para usar
este instrumento, cualquier instrumento, con atencion y capacidad critica. Es
necesario dominar el instrumento y no permitir que el instrumento nos domine.

2.2 Los ABACOS

La primera ocasion que vimos usar el abaco en una escuela primaria, al iniciar
la década de 1970, se nos presentd como un instrumento cuyo fin era permitir
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pasar, de manera casi automatica, de una base numérica a otra; no por nada se
llamaba en ese entonces “abaco multibase”. Entonces era difusa la extravagante
idea de que, para poder dominar los nuevos instrumentos informaticos que
estaban ingresando en las aulas, se debian dominar varias bases numéricas: la
base diez, obviamente, pero también la base cuatro, la seis, 1a dos...

Para poder usar las pc (algunos hablaban en ese entonces de programar),
los estudiantes debian saber gestionar los calculos en base dos, lo cual explicd
también el momentdneo éxito del llamado minicomputador de Georges Papy
(1920-2011): un cuadrado de carton dividido por sus dos medianas en cuatro
cuadrados que daban valores diversos a las fichas colocadas en cada uno de
ellos (respectivamente, 20 21, 22y 23),

Hoy sabemos que todo esto es totalmente indtil. Para usar las pc, no es
necesario saber programar ni mucho menos sirve saber usar con habilidad el
sistema numeérico de base dos; queda viva y difundida la propuesta didactica
que siempre viene sugerida y evidenciada para controvertir nuestras perplejida-
des: el abaco es un buen instrumento para mostrar a nuestros estudiantes que
no existe solo la base diez

Desde ese tiempo, dijimos a los docentes (y continuamos haciéndolo) que
nos parece mucho mas interesante mostrar a los estudiantes que existen siste-
mas numeéricos posicionales y sistemas numéricos no posicionales, porque esto
muestra a los alumnos lo importante y genial de la idea del sistema posicional,
el cual genera, por ejemplo, algoritmos de calculo simples y rapidos, algoritmos
que no hacen necesarios los abacos para realizarlos, ni piedritas ni otros mate-
riales concretos, ya que basta una hoja de papel y un lapiz. Quienquiera puede
intentar realizar la multiplicacion 14 X 6 con lapiz y papel, lo cual resulta banal
en el sistema indo-arabigo, pero muy complicado en el romano: Xiv x V...
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En este punto, el abaco se vuelve un instrumento obsoleto, si, pero curioso,
interesante, siempre que sirva no solo para representar los nimeros, sino tam-
bién para realizar (intentar realizar) las operaciones.

Aungue el abaco es un instrumento simple y atractivo, es necesario repensar
su funcién didactica; un objeto historico, colocado en el tiempo, interesante, pero
ciertamente no una panacea. Se puede utilizar basicamente para mostrar el sig-
nificado del valor posicional de las cifras que expresan niimeros naturales. Pero
debe ser un objeto concreto, posible de tocar y manipular, no sélo un diseno en
el tablero o en el libro de texto. Cada columna debe contener nueve bolitas, o
fichas; porque, en el momento de agregar la décima, las nueve ya colocadas y
la décima de agregar se deben quitar y solo una de ellas debe colocarse en la
columna inmediata a la izquierda. Este es el sentido del sistema de base diez

314

Pero aqui se anida otro extrano modo “‘cromatico” de ver las cosas. En mas
de una ocasion, hemos escuchado decir a algunos docentes que las bolitas de
las unidades deben ser blancas y las de las decenas, rojas: cada una de las boli-
tas rojas vale 10 bolitas blancas. Esta desafortunada idea es contraria al propio
sentido del valor posicional de las cifras; seria como decir que en el numeral
322 la cifra 2 en el centro debe colorearse de rojo, mientras que la cifra de la
derecha debe colorearse de negro. El significado del valor posicional es que una
cifra, la misma cifra, tiene valores diversos segun el puesto que ocupa, no segun
el color que tenga. Supongamos que un estudiante en la oscuridad toma en la
mano tres bolitas. Encendemos la luz. A la pregunta: “¢Cuantas bolitas tomaste?”’,
la respuesta esperada es ‘tres’; no es, no puede ser “No lo sé, depende del color
de cada una de ellas".

Lo repetimos parcialmente. El sentido aritmético del abaco es el siguiente: se
colocan bolitas perforadas, una a la vez, en la primera columna a la derecha
del abaco; hasta nueve todo va bien; pero cuando se intenta colocar la décima,
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no serd posible, porque el asta donde se estan colocando es corta y sélo per-
mite nueve bolitas; entonces, se retiran todas las nueve bolitas ya colocadas y
se coloca una en la segunda columna, contando desde la derecha, es decir, la
columna de las decenas. Esta bolita representa 10 bolitas, no con base en el
color, sino con base en la posicion.

El dbaco, por tanto, con todas sus implicaciones y consecuencias, debe ser
repensado desde el inicio. Como muchos instrumentos creados por el ser huma-
no, tiene aspectos positivos y negativos. Ciertamente no constituye una panacea.

También las nuevas versiones del abaco, surgidas en los ultimos lustros,
tienen aspectos positivos, pero también poseen otros que no se deben eludir:
son instrumentos, nada mas, no son la solucién ni constituyen panaceas.
Bienvenidos si se tienen bajo control critico desde el punto de vista del aprendi-
zaje, pero no deben constituir nuevas ilusiones o crear nuevas recetas.

2.3 Los BLOQUES LOGICOS

Los llamados “bloques ldgicos” fueron creados por el matematico hudngaro
Zoltan Paul Dienes (1916-2014), uno de los tedricos mas influyentes de la New
Mathematics a partir de los afios 1960. La fama de este instrumento es tal, que
no consideramos necesario explicar de qué se trata.

Desde finales de la década de 1950, Dienes se dedico a plantear teorias
con el fin de ilustrar algunos aspectos cognitivos de la matematica de caracter
constructivista postpiagetiano; pero apenas a mediados de la década de 1960
su fama fue internacional (Dienes, 1966).
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Las ideas de Dienes circularon con extrema desenvoltura en muchas
escuelas en el ambito mundial; pero la aguda critica que hizo Guy Brousseau
(Brousseau, 1986) acabd con toda la ilusion que se habia creado alrededor
de las propuestas de Dienes, no sélo sus famosos y omnipresentes bloques
l6gicos, sino toda su construccion tedrica. Brousseau llegd a definir un “efecto
Dienes” de manera totalmente negativa, con un andlisis tan potente y evidente
gue elimino toda posibilidad de reaccion (D’Amore, Fandino Pinilla, Marazzani
y Sarrazy, 2010).

Los bloques logicos (y otros instrumentos para la ensefanza creados por el
propio Dienes) tuvieron fama mundial, fueron usados por mas de una gene-
racion de estudiantes; pero ninguna caja preconfeccionada puede producir
aprendizaje; eso si, puede generar aprendizaje local y circunstanciado (Bruner,
1990). Sin embargo, como lo hemos ya escrito en muchas ocasiones, el “transfer
cognitivo” (es decir el pasaje de construccién cognitiva de un ambiente a otro)
no es automatico y los aprendizajes relacionados con un ambiente prefabri-
cado o preconstituido, si se alcanzan, se alcanzan en ese ambiente, porque el
aprendizaje del ser humano es situado y su transfer o su generalizacién es tarea
tipica de la didactica, no es espontdanea ni automatica (Lave y Wenger, 1990;
D'Amore, 1999; D'Amore, Fandino Pinilla, Marazzani y Sarrazy, 2010).

Los “materiales estructurados’, como fueron llamados en general, producen
aprendizaje en el interior de ellos mismos, localmente; por consiguiente, sirven
poco, No sirven en absoluto o son, de hecho, contraproducentes. Ciertamente, un
joven estudiante aprende, segun sus condiciones, a reconocer que “el conjunto
de los circulos amarillos es un subconjunto de los circulos’, pero esto no le sirve
para concluir espontaneamente, como lo hubiera querido la mathématique
vivante de Dienes (1972) con un pasaje automatico de transfer cognitivo, que
‘el conjunto de los cuadrados es un subconjunto de los rombos’. Esta afirma-
cion se adquirira en otro momento, no es consecuencia directa, no se basa en
lo que el estudiante aprendi6 trabajando con los bloques l6gicos de una caja
predispuesta.

Aun menos, cuesta trabajo creer que jugando con cuatro notas musicales
y aplicando a estas una cierta operacion binaria interna, el nino de siete anos
‘estructure su mente” para aprender el concepto de grupo abstracto de tal modo
que esté ya disponible para aprender las estructuras algebraicas del mismo tipo,
como la formada por las isometrias con la operacién binaria de composicion
(Dienes, 1972; estos ejemplos son tomados del texto citado). Al releer hoy estos
suenos, no se logra creer que alguien haya podido pensar razonablemente que
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esto fuera posible. Pero el estudio de Brousseau (1986) evidencié perfectamente
la vacuidad de todo esto.

Lo anterior no quiere decir que no se pueda utilizar este instrumento, basta
que no se confunda con panaceas inexistentes y que quien lo proponga en el
aula lo haga cum grano salis, consciente de los limites, sin vacuas ilusiones.
Todo aquello que de matemdtica se puede hacer con los bloques légicos se
puede hacer con hojas, tapas de botella, figuras de albumes, fichas de juegos.

3. ALGUNAS AFIRMACIONES PARA CONCLUIR

El sueno de las recetas destruye la profesionalidad de los docentes.

El proceso de ensenanza y aprendizaje es complejo, inutil ilusionarse e ilu-
sionar, no existen recetas. Ademas, cada estudiante aprende segun su propio
caracter (Fandifo Pinilla, 2001).

Nadie puede ensenarte a ensenar, tu clase es un unicum.

Como norma, es necesario desconfiar de quien se presenta como alguien
capaz de ensefar a ensefar. La tarea de la investigacion en didactica de la
matematica no es esta. Por el contrario, dejando plena libertad al profesional
de la educacion, es decir al docente, de usar las metodologias que considere
mejores (en plural), la tarea de la investigacion en didactica de la matematica es
la de mostrar y proponer instrumentos concretos para interpretar las situaciones
de aula, cuyo esquema es mucho mas complejo de lo que podria pensarse en
un primer momento, y esta formado por maestro, alumno y saber.

El uso de una unica metodologia de ensenanza lleva al fracaso.

Puesto que cada estudiante aprende seguin sus propias caracteristicas, el uso
en el aula de una Unica metodologia 0 modalidad didactica puede ser exitosa
para algunos individuos, pero no para todos. Utilizando diversas modalidades,
se aumenta la posibilidad de favorecer el aprendizaje de un mayor ndmero de
estudiantes presentes en el aula (D’Amore, 1999).

Solo la investigacion cientifica hace vdlidos los resultados.

Nunca confiar en quien no somete al juicio cientifico serio y pertinente lo
que presenta como propuesta de ensefanza (Lederman y Abell, 2007).
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El andlisis diddctico serio y cientifico muestra (en ocasiones sorpresivamente)
que ciertas actividades dadas por descontadas esconden problemas cognitivos.

Nos limitamos so6lo a un ejemplo. En la escuela primaria se utiliza 1a recta
numérica. Algunos docentes la hacen iniciar de cero, otros la hacen partir de 1.
Esta “linea” es tan difundida que se termina por creer que es “el modelo” perfecto
de los numeros naturales (cuyo conjunto indicamos con N). Pero los estudios
analiticos, por ejemplo, los realizados por la escuela de Athanasios Gagatsis
(véase, por ejemplo, Gagatsis, Shiakalli y Panaoura, 2003; Elia, 2011), mostraron
varias dificultades e incongruencias.

Comenzamos a pensar en el hecho de que el modelo de N representado
por la linea de los numeros es s6lo un modelo ordinal, no cardinal; por tanto,
no representa una parte conspicua de significados intuitivos de N. En otras
palabras, aquel modelo por si solo no es completo. Esto representa mas una
sucesion ordenada que un conjunto numérico cuyos elementos estan en posi-
bilidad de responder a la pregunta: “Cuantos son?".

Y ademas, épor qué la distancia entre un nimero ny su sucesivo n + 1 debe
serigual a la distancia entre my m + 1? No existe ningin motivo, si se piensa
que en N, entre ny n+ 1 no hay nada, existe el vacio, el conjunto N ordenado
es discreto.

Existe ademas el problema de que los niimeros naturales sirven también en
el campo de la medida; en tal caso, la linea de los ndmeros se puede pensar
como el borde escrito de una regla en la cual los nimeros indican distancias
desde el extremo 0. Una confusion que el adulto tal vez domina (aunque tene-
mos nuestras dudas), pero que el joven estudiante no puede controlar.

Ademas, existe el problema de las operaciones. En N la operacién 3 + 5 tiene
como modelo intuitivo, generalmente propuesto por el mismo docente como
Unico, el “unir cardinalidades’, la cardinalidad 3 (un conjunto de 3 bolitas) con
la cardinalidad 5 (otro conjunto de 5 bolitas). Pero en la linea de los nimeros,
este modelo intuitivo se altera y el correcto es de tipo ordinal: partir de 3y dar 5
pasos o saltos haca la derecha. 3 + 5 no deberia escribirse ni siquiera asi, casi
no tiene sentido escribirlo asi. Se trata de un nuevo modelo, muy poco intuiti-
vo, que funciona solo porque se supone, en la base, un isomorfismo entre los
modelos cardinal y ordinal.

Muchos jovenes estudiantes, por ejemplo, encuentran dificultades en la
interpretacion sobre |a linea de los nimeros de una operacién como 5 + 0 que,
para muchos de ellos, no tiene sentido. Ademas, hablando de cardinales, 5 + 0
es 5 sin duda alguna; hablando de ordinales muchos estudiantes no aceptan ni
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siquiera la escritura 5 + 0, al considerarla sin significado. Para no hablar de la
sustraccion, que crea problemas inesperados que estan bajo los ojos de todos
los docentes. Otra cosa, si la linea de los numeros se hace partir de 1, como lo
hemos visto en muchas ocasiones, entonces todo esto no sélo pierde sentido,
sino que se estd cometiendo un error. Por ejemplo, no se puede efectuar 5 — 0,
es decir algo que parece muy natural: partir de 5 e “ir" a la izquierda 0 pasos.

Tomamos como ejemplo este modelo para N por ser muy difundido, con el fin
de mostrar la manera en que instrumentos que parecen inofensivos e ingenuos
y adoptados por muchos esconden, por el contrario, peligros profundos. Lo ele-
gimos precisamente por la difusion que tiene, para sugerir atenciones criticas a
todos los docentes, profesionales de la formacion de los ciudadanos del manana.

¢Qué serfa la multiplicacion sobre la linea de los nimeros? {Como se pasaria
de la adiciéon a la multiplicacion? Por lo general se termina con la adicion y la
sustraccion, ya que el modelo de la linea de los nimeros no permite seguir ade-
lante y, parece obvio, un modelo que no permite seguir adelante, evidentemente
no es un gran modelo.

Lo cual no significa que no pueda utilizarse este modelo de N; significa sélo
que, quien lo use, lo debe estudiar con atencion critica y no creer que es didac-
ticamente indoloro. (En general, sobre este punto puede verse: DAmore, 1999.)

4. EL NUDO CENTRAL: LA FORMACION DE LOS DOCENTES DE MATEMATICA

Formar docentes de matematica en todos los niveles escolares, como ya lo
dijimos, implica formacion matematica (in primis), formacién en didactica de la
matematica, formacion en historia y epistemologia de la matematica (D'’Amore,
2004). Pero todo lo que aqui quisimos evidenciar incide en una capacidad cri-
tica que debe convertirse en sensibilidad del futuro docente. Sélo esta sensibili-
dad deberia eliminar por siempre la afanosa busqueda de la receta y expulsar
para siempre del mundo de la escuela a quienes las proponen. Pero la sensi-
bilidad no es posible ensenarla, depende especificamente de la personalidad
profesional del docente.

La labor de formadores de seres humanos no es facil, no puede reducirse a
recetas, es un trabajo creativo que cada dia requiere nuestra capacidad critica,
siempre atenta y vigilante. Si fuese reconducida a recetas, cualquier persona
podria ser docente, y con éxito. Sin embargo, el docente se irrita cuando un extra-
fio al mundo de la formacion lo critica o le sugiere métodos diferentes o tiempos
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diferentes de los que él considera apropiados. Ademas, al aplicar metodologias
de ensefanza que se consideran correctamente funcionales para el aprendizaje,
el docente utiliza la propia competencia, que no solo es en matemadtica, sino
que también es una competencia matemdtica, muy diferente de la competencia
de un matematico profesional o de un ingeniero (Fandifo Pinilla, 2003, 2006;
D'Amore, Godino y Fandifo Pinilla, 2008).
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Analisis de praxeologias de modelacion
matematica en libros de texto
de educacion primaria

Samantha Quiroz Rivera y Ruth Rodriguez Gallegos

Resumen: El presente estudio tiene como objetivo analizar las praxeologias de
modelacién matematica que existen en los libros de texto de matematicas para
los alumnos de educacion primaria en México. Con base en una metodologia
cualitativa, se realiza una descripcion detallada de los géneros de tareas de
modelacién matematica presentes en las lecciones de los libros elegidos. Con
base en ellos, se ponen en consideracion las diferentes técnicas, tecnologias y
teorias que las acompanan, utilizando para ello el marco tedrico de la Teoria
Antropologica de lo Didactico. Los resultados obtenidos presentan aportes para
la descripcion del ciclo de modelacion matematica mediante sus diversos ele-
mentos praxeologicos. Ademas, se describe a manera diagndstica un detallado
informe sobre los materiales que la Secretaria de Educacién Publica pone a
disposicion de los alumnos y la poca concordancia de estos con los objetivos
que se plantean en los planes de estudio actuales.

Palabras clave: modelacion matematica, Teoria Antropolégica de lo Didactico,
praxeologias, educacion primaria, libros de texto.

Praxeologies analysis of mathematical modeling in textbooks

of primary education

Abstract: The present study aims to analyze the mathematical modeling praxeol-
ogy of the mathematics textbooks for primary school students in Mexico. Based
on a qualitative methodology, a detailed description of the types of mathematical
modeling tasks present in the lessons of the books chosen are performed. Based
on them, there are put into consideration the techniques, technologies and theo-
ries using the theoretical framework of the Anthropological Theory of Didactics.

Fecha de recepcion: 20 de enero de 2015; fecha de aprobacién: 4 de noviembre de 2015.
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The results contribute a description of the mathematical modeling cycle through
its praxeological elements. It is also described, in a diagnostic way, a detailed
report about the materials that the Secretary of Education makes to students
and the poor agreement of these with the objectives proposed in the actual
curriculum.

Keywords: mathematical modeling, Anthropological Theory of Didactics, prax-
eologies, elementary school, textbooks.

INTRODUCCION

Mudiltiples investigaciones coinciden al estipular que el problema en el aprendi-
zaje de las matematicas deriva de la incapacidad de la escuela para establecer
un puente entre el conocimiento formal que desea transmitir y el conocimiento
practico al cual se enfrenta el alumno (Brousseau, 1999; Niss, Blum y Galbraith,
2007; Santos, 1997). En México, esta problematica se refleja en los bajos punta-
jes obtenidos en evaluaciones nacionales e internacionales en la asignatura de
matematicas. La Organizacion para la Cooperacién y el Desarrollo Econémico
(ocDE) posiciona a nuestro pais en el tltimo lugar en la asignatura de matematicas
de entre los miembros de esta organizacion (ocpg, 2010). En el ambito nacional,
la Evaluacion Nacional de Logro Académico en Centros Escolares (ENLACE) ubica
a mas de 50% de los alumnos en los niveles elementales o insuficientes en
dicha asignatura (sep, 2013).

La brecha que existe sélo puede ser superada por una ensenanza que pro-
mueva la construccion de conocimientos matematicos mediante su uso en con-
textos reales, dejando de lado el caracter unicamente formal que predomina en
las escuelas (INEal, 2010). Sin embargo, las estrategias utilizadas actualmente por
los docentes en las aulas de clase poco tienen que ver con ello. Los estudios siguen
indicando lo que hace mas de una década mostraban Carraher, Carraher y
Schliemann (2002): para un alumno, un uso eficiente de las matematicas en las
practicas cotidianas no asegura el éxito en las matematicas formales de un aula.

Dentro de los esfuerzos para contrarrestar lo anterior, hace aproximadamente
40 anos entra en el debate de la investigacion educativa la modelacion matemati-
ca, descrita como aquella herramienta que tiene como objetivo principal el unir la
realidad de los alumnos con las matematicas escolares. Cada ano se suman mas
aportes cientificos hacia esta tematica, que buscan complementar una definicion
mas acertada, asi como mostrar su eficiencia en las aulas de diversos paises.
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En el curriculo mexicano, a partir del inicio de la Reforma Integral de
Educacion Basica (RieB) en 2011, se reconoce la importancia de una matematica
donde el aprendizaje de algoritmos sélo es importante en la medida en que
se puedan utilizar para la resolucion de problemas en contextos cotidianos.
La Secretaria de Educacion Publica (sep) propone un nuevo plan de estudios
en donde incluye el aprendizaje de cuatro competencias en la asignatura de
matematicas,! libros de apoyo para los maestros con sugerencias didacticas,
asi como libros de matematicas gratuitos para los alumnos de primero a sexto
grado.

El programa de estudios de matematicas establece como objetivo fundamen-
tal lograr que los alumnos ‘tengan oportunidades de modelizar situaciones y
resolverlas, es decir, expresarlas en un lenguaje matematico, efectuar los calculos
necesarios y obtener un resultado que cumpla con las condiciones establecidas’
(sep, 2011a). Sin embargo, la inclusién de dicho objetivo no parece haber logrado
mejoras en los resultados obtenidos. Surgen entonces cuestionamientos sobre
la eficacia de las escuelas para implementar la modelacién matematica, sobre los
materiales que brinda la sep a los maestros, sobre la verdadera promocion de
las matematicas como herramientas funcionales en diversos contextos y, mas
aun, sobre la preparacion del docente para aplicar la modelacién matematica.

Por lo anterior descrito, la tesis doctoral que sustenta la presente investiga-
Cion tiene como propositos reconocer la manera en que la modelacion matema-
tica vive? en los libros de texto de matematica de la escuela primaria, asi como
la manera en que estos son usados por los docentes. En el presente articulo se
aborda el primer elemento cuestionable, siendo nuestra pregunta de investiga-
cion: ¢De qué manera vive la modelacion matematica en los libros de texto de
matematicas de la educacién primaria en México?

A continuacion, se presenta, primeramente, el marco tedrico que brinda soporte
al estudio, posteriormente se describe la propuesta metodologica y, por ultimo,
se muestran los resultados encontrados a partir de la recoleccion de datos. Se
agrega una seccion de conclusiones y reflexiones en torno a la tematica anali-
zada, asi como las implicaciones que resultan para la continuacion del estudio
doctoral.

! Las cuatro competencias son: competencia para resolver problemas de manera autonoma; compe-
tencia para comunicar informacién matematica; competencia para valorar procedimientos y resultados, y
competencia para manejar técnicas eficientemente (sep, 2011a).

2 Utilizamos el término “vivir’, porque reconocemos que los objetos de ensefianza estan vivos y son
susceptibles de transformarse mediante la interaccion con otros objetos. Esta acepcion se basa en la
Teorfa de Ecologia de Saberes propuesta por Chevallard (1992).
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MARCO TEORICO

La modelacion matematica en el ambito escolar tiene su génesis en el deseo
de lograr la formacion de alumnos capaces de aplicar las matematicas y trans-
ferir los conocimientos en una variedad de contextos y situaciones fuera de la
escuela (Alsina, 2007; Confrey, 2007). De acuerdo con Kaiser y Sriraman (2006),
no existe una comprension homogeénea para definir la modelacion matematica
y su epistemologia, por lo que es necesario la descripcion de la perspectiva
desde la cual analizamos este proceso. En nuestra investigacion reconocemos
la modelacion matematica desde una perspectiva educacional, porque recono-
cemos su importancia en la estructuracion de procesos de aprendizaje, asu-
miendo el papel de estrategia didactica.

Si bien no existe una manera Unica para describir la modelaciéon matema-
tica (Cordero y otros, 2009), los aportes encontrados en la literatura revisada
permiten la elaboracion de una definicion bastante completa del término. En
un primer momento, tomamos como base la definicion de Trigueros (2006),
quien define la modelacion matematica como el proceso ciclico que consiste
en proporcionar problemas abiertos y complejos en los que se puedan poner
en juego conocimientos previos y habilidades creativas para sugerir hipotesis y
plantear modelos que expliquen el comportamiento del fenémeno en términos
matematicos.

La propuesta de esquemas para representar el proceso de modelacion
muestra la gran diversidad de perspectivas desde las cuales se ha mirado su
ciclo. Destaca, entre ellas, el primer modelo elaborado por Pollak (1969), quien
reconoce por primera vez la presencia de dos grandes mundos: el extra mate-
matico y el de las matematicas escolares, asi como el transito entre ellos. En
dicho esquema, se prioriza la realizacion de actividades aplicadas como parte
de la experiencia del aula. Mas adelante, Alsina (1998), Blomhgj y Jensen (2003),
Blum y Borromeo (2006), MaaR (2005), Lesh y Yoon (2007), entre otros investi-
gadores, muestran la identificacion de un mayor nimero de detalles traducidos
en una serie de etapas que describen la modelacion matematica.

La presente investigacion toma como base el esquema de modelacion mate-
matica propuesto por Rodriguez (2007, 2010) (véase la figura 1). Dicha decision
se funda en dos razones principales. La primera de ellas estriba en el origen
de las ocho etapas propuestas por la autora, que consistio en la identificacion de
praxeologias asociadas a la modelacion matematica basandose en la Teoria
Antropologica de lo Didactico (1ap) de Yves Chevallard (1990). Esta razon per-
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Figura 1. Esquema de modelacion de Rodriguez (2007, 2010)

mite que el presente estudio brinde un soporte respecto a las tareas asociadas
a cada elemento del ciclo de modelacion y utilice dicha informacion para su
posterior analisis.

Por otro lado, el esquema de modelacion presentado por Rodriguez (2007,
2010) incorpora un aspecto fundamental para la comprension del propio proceso
de modelacion: el dominio pseudoconcreto. La incorporacion de un dominio pseu-
doconcreto se justifica en un analisis que reconoce la presencia de una trans-
posicién de los saberes escolares. La Teoria de la Transposicion Didactica (1),
desarrollada por Chevallard (1985), retoma el término acufado por el socidlogo
Verret (1975), que argumenta que toda practica de ensenfanza de un objeto
presupone la transformacion previa de este en un objeto de ensenanza y deno-
mina esta transformacioén como transposicion diddctica. Asi, el saber sabio cons-
truido en la noosfera pasa por ciertos mecanismos para asegurar su insercion
en el discurso educativo, otorgandole el nombre de saber por ensenar. El saber
por ensenar, a su vez, se presenta como cerrado y fragmentado en los libros de
texto y, cuando es convertido en un objeto de ensefianza por los docentes, se
vuelve a nombrar como saber ensenado.
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Problema real Problema pseudoconcreto

Queremos conocer el perimetro de la escuela || La superficie del terreno de la escuela de
primaria (Tiene una forma rectangular). Sal || Maria tiene forma de rectangulo con unas
con tus companeros a medir el patio y calcula || medidas de 20 metros de largo y 15 de ancho,
el perimetro del plantel educativo. dcudl es el perimetro de la escuela de Maria?

Figura 2. Problema real y problema pseudoconcreto

En el marco de la 1D, en el dominio pseudoconcreto se ubican todos aque-
llos problemas basados en un contexto de la realidad, pero cuyos datos han
sido modificados para lograr el cumplimiento de ciertos objetivos didacticos par-
ticulares de los cursos de matematicas, es decir, donde existe una transposicion
didactica (Rodriguez, 2007, 2010). A manera de ejemplo, la figura 2 muestra un
problema basado en una situacion real y un problema basado en una situacion
pseudoconcreta.

Otra incorporacion del ciclo presentado por Rodriguez (2007, 2010) es la
presencia de un dominio fisico, debido a que su realizacion estuvo basada en
el trabajo con ecuaciones diferenciales en contextos fisicos. Sin embargo, para
motivos de la presente investigacion, este apartado sera utilizado para su anali-
sis por la propia naturaleza del contenido matematico que se abordara.

MODELACION DESDE LA TEORIA ANTROPOLOGICA DE LO DIDAcCTICO (TAD)

La TAD se ocupa del estudio de pares de Organizaciones Matematicas y Didacticas
(om, op). De acuerdo con Chevallard (1985), una om estd compuesta por varios
tipos de tareas matematicas cuya realizacion requiere técnicas matematicas que,
a su vez, se justifican en tecnologias y teorias matematicas especificas. Una ob
se refiere a la manera de organizar el estudio matematico que se lleva a cabo
en una institucion, y su estudio resulta mas complejo que el de las om (Ruiz-
Higueras y Garcia, 2011).

Por medio de la Tap, podemos caracterizar la modelacién en términos de
praxeologias y las relaciones entre dichas praxeologias (Chevallard, 1985;
Garcia, Gascon, Ruiz-Higueras y Bosch, 2006). Mas detalladamente y basados
en los estudios de Garcia (2005) y Barquero, Bosch y Gascén (2011), ubicamos
la modelacion matematica como procesos de reconstruccion y articulacion de
organizaciones matematicas y didacticas de complejidad creciente.
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La nocion de praxeologia se integra con cuatro principales elementos en dos
bloques. El primero es el bloque técnico-practico, relativo al saber-hacer y que
estd compuesto por una tarea [t], se expresa con cualquier verbo y forma parte de
un tipo de tareas y una técnica [1] que representa una determinada manera
de realizar un tipo de tareas. El sequndo bloque se denomina tecnoldgico-
tedrico y engloba una tecnologia [0] que justifica racionalmente la técnica; y
una teoria [@] definida como enunciados abstractos que justifican el discurso
tecnoldgico. La totalidad de [T, T, 8, ®] conforma una praxeologia puntual, es
decir, es relativa a un unico tipo de tareas [T] (Chevallard, 1999).

Un término mas es el de género de tareas, definido como el conjunto de
tareas cuyo contenido esta estrechamente especificado. Por ejemplo, calcular es
un género de tareas, pero calcular el valor de una expresion numeérica es un
tipo de tareas (Chevallard, 1999; Corica y Otero, 2009).

Los elementos mencionados conforman una herramienta que sustenta ana-
lisis de practicas que van desde las referidas a la accion del profesor hasta las
establecidas en los libros de texto escolares. La importancia de realizar analisis
praxeologicos a libros de texto se justifica al definirlos como una traduccién de
una direccion institucional en forma de un programa que esta hecho de acuer-
do con la interpretacion de los autores, es decir, resultado de una transposicion
didactica (Chevallard, 1992).

En la revision literaria se encontraron diversas investigaciones que han rea-
lizado analisis praxeoldgicos a libros de texto (Chaachoua, 2009; Guyon, 2008;
Rodriguez, 2007, y Saglam, 2004). Los analisis consistentes en la busqueda de
los cuatro elementos de una praxeologia han servido para llegar a conclusiones
respecto a diferencias entre saberes por ensefar entre diversas instituciones
(Chaachoua, 2009), o el mejor entendimiento del abandono de cierta estrategia
didactica por parte de los docentes (Saglam, 2004).

PROPUESTA PARA EL ANALISIS DE PRAXEOLOGIAS DE MODELACION MATEMATICA

La propuesta que se presenta a continuacion se basa en el estudio de Rodriguez
(2007, 2010) y pretende detallar algunos elementos tedricos que la conforman.
De acuerdo con dicho estudio, el proceso de modelacién matematica se puede
realizar a través de la identificacion de diversas praxeologias, donde al menos
exista una por cada una de las etapas de este. El analisis de libros presentado
por Rodriguez (2007) identificd seis géneros de tareas asociadas que se pre-

EDUCACION MATEMATICA, VOL 27, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2015 51



Andlisis de praxeologias de modelacion matemadtica en libros de texto de educacion primaria
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Géneros de tareas:

. Plantear a los alumnos problemas en situaciones reales [Gsdl

. Plantear a los alumnos problemas en situaciones pseudoconcretas [Gued

. Buscar que los alumnos elaboren un modelo matematico [Gyl

. Proponer a los alumnos el trabajo con el modelo matemético [Grul

. Pedir a los alumnos que analicen resultados matematicos en situaciones pseudoconcretas
[Gred

6. Pedir a los alumnos que analicen resultados matematicos en situaciones reales [Gggl

Ul s W N

Figura 3. Géneros de tareas acordes al proceso de modelacion

sentan en la figura 3.2 Es necesario reconocer que los géneros de tareas deben
ser analizados desde el punto de vista del docente y/o los libros de textos. Asi,
por ejemplo, es el docente o el libro quien plantea a los alumnos problemas en

3 Se decidid acotar las etapas establecidas en el contexto de la educacién primaria, donde se pres-
cindié de las dos etapas referidas al dominio fisico, al no ser un dominio muy recurrente en este nivel
educativo.
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situaciones reales [Gsgl y son estos mismos quienes les proponen trabajar con
modelos matematicos [Ggrul.

Se reconocen como géneros de tareas puesto que no muestran un contenido
especifico, es decir, se proponen como tareas de manera general. Por ejemplo,
para el género de tarea “Plantear a los alumnos problemas en situaciones rea-
les”, un tipo de tarea especifico podria ser: “Plantear a los alumnos un problema
de suma de fracciones con diferente denominador en un contexto de futbol".

Con el fin de describir los géneros de tareas presentados, en el cuadro 1 se
muestran algunos fragmentos de libros de texto que incluian dichos géneros
de tarea.

Identificar cudles géneros de tareas estan presentes en los libros de texto
permitira conocer si efectivamente el proceso de modelacion estd inmerso en
dichos materiales. Esta labor serd realizada en la totalidad de las lecciones de
seis libros de texto. Posteriormente y con el motivo de detallar el estudio, se
elegira la leccién que mas géneros de tarea de modelacion matematica posea.
A partir de esta especificacion, se completara el estudio de los otros elementos
de las praxeologias, a saber, las técnicas mediante las cuales se realizan las
tareas descritas para luego indagar las tecnologias y teorias que las justifican.
En el siguiente apartado se describira el diseno de investigacion que guiara la
recoleccion y analisis de los datos.

METODOLOGIA

La metodologia del presente estudio es de tipo cualitativo, ya que pretende com-
prender los significados e interpretar practicas en ambientes naturales desde el
punto de vista de quienes la experimentan (Hernandez, Baptista y Fernandez,
2010). El caracter de la investigacion es de tipo descriptivo (Creswell, 2007).

La pregunta de investigacion planteada fue: {De qué manera vive la modela-
cion matematica en los libros de texto de matematicas de la educacién primaria
en México? En total concordancia con el marco tedrico presentado en la seccion
anterior, se eligieron las unidades de analisis que dieran pie a la produccion y
andlisis de los datos; en este caso, dichas unidades corresponden con los dife-
rentes elementos de una praxeologia y también con los seis géneros de tarea
identificados. Las unidades de andlisis, a su vez, estuvieron en concordancia
con los objetivos especificos que llevarian a dar respuesta a la pregunta de
investigacion.
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Cuadro 1. Géneros de modelacidon matematica

Géneros
de tarea Descripcion

Gsr Tareas que plantean un
problema basado en
una situacion real

2. Formen 6 equipos, cada uno lance 50 veces un
dado y registre los resultados obtenidos en la tabla
siguiente.

Cantidad de veces que cayo
Equipo 1 2 3 4 5 6
1
2
3
4
5
6
Total

(El ejemplo muestra el planteamiento de una problemd-
tica asociada a la probabilidad después de haber hecho
un experimento donde el alumno recolectara datos para
su estudio.)

Gumre Tareas que plantean
un problema basado
en una situacion pseu-
doconcreta

Los desechos organicos que un camion recolect6 el
lunes fueron vaciados en contenedores metalicos de
660 L cada uno.

» El martes se llenaron 9 contenedores y se colocaron
80 L de desechos en un décimo contenedor, ¢ cuan-
tos litros de desechos recolecto6 el camién en total?

(El ejemplo muestra el planteamiento de una situacion
en términos pseudoconcretos para el alumno.)
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Cuadro 1. Géneros de modelacidon matematica (continuacion)

Géneros
de tarea

GMM

Descripcion

Tareas que planteen
actividades donde los
alumnos deban cono-
cer, elaborar o identifi-
car un modelo matema-
tico para la resolucion
de un problema

» En grupo propongan una férmula que les permita
calcular el volumen de un prisma rectangular y escri-
banla:

(El ejemplo busca proponer a los alumnos que elaboren
un modelo matemdtico que dard resolucion a un proble-
ma planteado anteriormente.)

GRM

Tareas donde se le pide
al alumno que trabaje
con un modelo mate-
matico, ya sea creado o
dado por el docente

5. En parejas, escriban fracciones equivalentes en las
lineas.

(El anico objetivo del ejemplo planteado es la prdctica
de algoritmos de acuerdo con el contenido matemdtico
estudiado).

GRPC

Tareas que involucren
la discusion y reflexion
del resultado matema-
tico obtenido en térmi-
nos del problema pseu-
doconcreto planteado

Lo que conozce. Dibuja
en tu cuaderno las
diferentes formas en
que Margarita puede
acomodar sus piedras de
colores en una repisa.

iCudntas formas difs

5i alguien de tu grupo encontrd mas formas de acomodar las piedras,
~verifica si te faltd alguna o si tu compafiero tiene alguna repetida.

(En el ejemplo, se plantea a los alumnos un problema
pseudoconcreto. Posterior a ello, se pide discutir y reflexio-
nar sus respuestas en términos del mismo problema
pseudoconcreto.)
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Cuadro 1. Géneros de modelacién matematica (conclusion)

Géneros
de tarea Descripcion

Gre Tareas que involucren
la discusion y reflexion | * Al lanzar una moneda, ;qué es mas probable obte-

. . .
del resultado matemati- ner, aguila o sol
co obtenido en términos
del problema real

» ¢Como concuerda su respuesta con los resultados
que obtuvieron?

(En el ejemplo, en un primer momento se pide a los
alumnos lanzar 20 veces una moneda. Una vez hecho
eslo, se pregunta por la probabilidad de obtener cada
resultado. Especificamente la Ggr Se puede observar en la
ultima pregunta donde se discuten dichos resultados con
lo obtenido en el experimento con la moneda.)

Se seleccionaron los libros que consistian en el material vigente utilizado
por los docentes de educacion primaria de la asignatura de matematicas. Se
analizaron en total seis libros editados por la sep, uno por cada grado de la
educacién primaria correspondientes a esta asignatura.

El diseno de la investigacion se muestra en la figura 4, donde se define cada
fase del estudio. El detalle sobre el proceso de cada fase se encuentra en cada
uno de los siguientes apartados.

» Fase |. En un primer momento se seleccionaron los libros de texto.

» Fase Il. Se identificaron los contenidos y lecciones de los libros selec-
cionados.

» Fase lll. Se realizd un analisis de los géneros de tareas de modelacion
matematica que se muestran en cada una de las lecciones.

* Fase V. Se seleccion6 el contenido matematico que incluye mas géne-
ros de tareas de modelacion matematica.

* Fase V. Se complemento la busqueda de técnicas, tecnologias y teorias
para las tareas encontradas en el contenido seleccionado.
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Identificacion Seleccién Identificacion
Seleccién Identificacion de tipos del desarrollo de praxeologias
de libros || de contenidos |3 de tareas [ secuencial de | matematicas
de texto y lecciones y Modelacion un contenido del contenido

matematica matematico seleccionado

Figura 4. Diseno de investigacion fase |

Para la recoleccion de los datos se utilizo la técnica del andlisis de documen-
tos. Se disefaron y completaron rejillas de recoleccion de informacion con el
propdsito de configurar cada una de las categorias del estudio para su posterior
analisis. EI andlisis buscod examinar, categorizar, tabular, evaluar y recombinar
evidencia, siempre guiados por las proposiciones iniciales del estudio (Yin, 2003).
La validez estuvo determinada por medio de juicio de expertos, ya que los resul-
tados encontrados en cada material analizado fueron comparados con expertos
en la Didactica de las Matematicas que apoyaron el estudio.

RESULTADOS

Los resultados del estudio se presentan de acuerdo con las fases presentadas en
el disefno de investigacion. En algunas de ellas se despliegan conclusiones espe-
cificas que surgen en la propia descripcion y que son necesarias para la conti-
nuacion de las fases sucesoras.

FASE 1. SELECCION DE LIBROS DE TEXTO

En México, las escuelas primarias publicas del pais, que reciben a la gran mayo-
ria de los alumnos, trabajan conforme al reglamento general que estipula la SEp.
Dicha Secretaria es la encargada de decidir los programas que guian los con-
tenidos que van a ser ensenados en cada grado escolar y en cada asignatura.

La sep ademas proporciona de manera gratuita libros de texto a través de la
Comision Nacional de Libros de Texto Gratuitos (Conaliteg) a los mas de 18.7
millones de alumnos que se inscriben en los niveles basicos (INEGl, 2010). De
esta manera, los libros que se seleccionan para la realizacion del analisis pra-
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xeologico son precisamente los libros otorgados por la Conaliteg, especificamen-
te, los seis referentes a la asignatura de matematicas:

* seP (2011c), Matemadticas, Primer grado (22. ed, p. 173), Ciudad de
México, Comision Nacional de Libros de Texto Gratuitos.

* sep (2011d), Matemdticas, Sequndo grado (22 ed, p. 189), Ciudad de
México, Comision Nacional de Libros de Texto Gratuitos.

* seP (2011e), Matemdticas, Tercer grado (2°. ed, p. 181), Ciudad de
Mexico, Comisidon Nacional de Libros de Texto Gratuitos.

* seP (2011f), Matemdticas, Cuarto grado (22 ed, p. 185), Ciudad de
México, Comision Nacional de Libros de Texto Gratuitos.

* sep (2011q), Matemdticas, Quinto grado (2¢. ed, p. 190), Ciudad de
México, Comision Nacional de Libros de Texto Gratuitos.

* sep (2011h), Matemdticas, Sexto grado (29 ed, p. 194), Ciudad de
Meéxico, Comisidon Nacional de Libros de Texto Gratuitos.

La edicion de los libros con los que se trabaja es la sequnda, del ano 2011,
y con reimpresion en el ano 2012, ciclo en el cual estan vigentes dichos mate-
riales.

FASE 1l. IDENTIFICACION DE CONTENIDOS Y LECCIONES

En un primero momento clasificamos los contenidos matematicos por ensenar
de acuerdo con las lecciones de cada libro de texto. Identificamos cinco bloques
por libro y un promedio de 10 lecciones por bloque. Es importante aclarar que
tomamos la decisién de retomar los contenidos matematicos a partir de la infor-
macion de los libros de texto de los alumnos.

El motivo de tal decision estriba en que el plan de estudios de la Educacion
Primaria ha tenido mayor numero de ediciones que los libros de texto de los
alumnos, lo que ha hecho que exista una gran disparidad entre los contenidos
matematicos de ambos documentos. A pesar de los esfuerzos por relacionar ambos
materiales, encontramos profundas diferencias entre ellos, entre las que destaca la
ausencia de contenidos matematicos en el plan de estudios a los que se hace refe-
rencia en los libros de texto del alumno, asi como diferencias en su calendarizacion.

En el cuadro 2 se muestra un ejemplo de la categorizacion realizada para los
contenidos matematicos del primer bloque del libro de matematicas de primer grado.
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Cuadro 2. Contenidos y lecciones del bloque |, Primer grado

Bloque |

Leccion

1. Los numeros

de mi alrededor

Contenido

Numeros en precios
de articulos, calendarios,
autobuses, etcétera

Tarea

Identificar nimeros
en contextos cotidianos

. Comparo y completo

colecciones

Trabajo con colecciones
(comparar y completar)

Contar colecciones
Comparar colecciones

3. ¢Agrego o quito

elementos?

Trabajo con colecciones
(quitar elementos)

Comparar colecciones
Agregar elementos
Quitar elementos

. NUmeros en orden

ascendente
y descendente

Sucesién numérica de 1
en 1 a partir de cualquier
ndmero

Enuncien sucesion numérica

. Escribo numeros

del 1 al 10

Numeros por lo menos
hasta el 10

Escribir nimero del 1 al 10

6. cTienen las mismas

caracteristicas?

Cuerpos y sus
caracteristicas

Agrupar objetos con iguales
caracteristicas

. Semejanzas

y diferencias
entre las figuras

Igualdades y diferencias
en figuras compuestas

Identifica triangulos,
cuadrados y rectangulos

. Imito posiciones

Posicion (personas
u objetos)

Imita posiciones
Diferencia derecha
e izquierda

. Ubico personajes

y objetos

Ubicacion de una persona
u objeto

Diferencia arriba, abajo,
izquierda, derecha

10. Reconozco sus

caracteristicas

Caracteristicas de objetos
y colecciones

Identifica caracteristicas
de objetos

11. Leo y registro

informacion

Informacion contenida
en imagenes

Lee informacién de imagenes
Registra informacion
de imagenes
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FASE 1ll. IDENTIFICACION DE GENEROS DE TAREAS DE MODELACION MATEMATICA

Cada leccién de los seis libros fue analizada clasificando las actividades pro-
puestas segun a qué géneros de tarea de modelacién matematica respondian.
Asi, se organizaron los resultados en cuadros donde se indicaba cuantas y
cudles géneros de tareas de modelacion matematica fueron identificadas por
leccion y por contenido matematico. El cuadro 3 presenta un ejemplo retomado
del libro de cuarto grado en el bloque 3.

Después de ser organizados y contabilizados los diversos géneros de tarea
en los libros de texto, se llego a las siguientes conclusiones:

a) La mayoria de las lecciones de los libros de texto de matematicas pro-
ponen géneros de tareas relacionadas con la elaboracién y trabajo con
modelos matematicos [Gwv, Grvl. Sin embargo, en la mayoria de las lec-
ciones se hace énfasis en modelos ya creados para su uso mediante la
forma de algoritmos aislados que el alumno conoce de antemano o es
explicado por el docente.

b) En los contenidos que se sustentan en el planteamiento de problemas
en contexto (que son una minoria), existe una predominancia de situa-
ciones cuyos datos fueron adaptados a los propositos perseguidos, es
decir, planteados en el dominio pseudoconcreto [Gued, lo que denota una
transposicion didactica del saber. Ello demuestra un intento de la sep por
considerar a la matematica como una herramienta para la resoluciéon de
problemas lamentablemente ocurre en muy pocas lecciones.

¢) En las lecciones sobre ubicacion espacial en los primeros grados, se
incluye un mayor numero de generos de tareas basadas en situaciones
reales [Gsgl; sin embargo, a partir del tercer grado, se plantean solamente
géneros de tareas en el dominio del modelo matematico [Geul.

d) Se identifico que la adquisicion de nociones de probabilidad y estadistica
en los libros de texto esta altamente relacionada con los seis géneros de
tareas [Gsg Gumre, Guv, Grv, Gree, Grel. En general, las tareas que se plan-
tean estan basadas en situaciones reales donde los alumnos deben reali-
zar experimentos relacionados con el azary a partir de los datos. Cuando
no es posible el trabajo con situaciones reales, se proponen problemas
inscritos en una realidad pseudoconcreta.

e) Por lo anterior, concluimos que el contenido matematico con mas géne-
ros de tareas es el de probabilidad. Por ello, se retomara el contenido de
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Cuadro 3. Contenidos, lecciones y géneros de tarea del bloque 3,
Cuarto grado

Bloque llI

Género
Leccion Contenido Tarea de tarea
23. La recta numérica Numeros naturales. Ubica numeros Gum
Ubicacion de numeros en la recta numérica Gru
naturales en la recta
numérica
24. Es mayor que 1/, Numeros fraccionarios. Identifica fracciones Gum
Compara fracciones Compara fracciones Gru
e identifica fracciones Ubica fracciones
equivalentes equivalentes
25. El doble de una Numeros fraccionarios. Suma fracciones Gum
fraccion Determina expresiones Gru
equivalentes y calcula el
doble, mitad, cuadruplo,
triple, etc, de las
fracciones mas usuales
26. {Por 2 serd Multiplicacion y division. Multiplica cantidades Gum
el doble? Determina algunas Divide cantidades Gru
propiedades de las Grm
operaciones de Grec
multiplicacion y division
27. Exprésalo Adicion y multiplicacion. Suma cantidades Gum
de otra manera Descomponer un numero Descompone nuimeros Gru
en adiciones
y multiplicaciones
28. éQué figura es? Figuras planas. Determina Conoce las Gum
las caracteristicas de caracteristicas de Gru
distintas figuras planas figuras planas
Identifica figuras planas
29. Redes para poligonos | Figuras planas. Construye Construye figuras Gum
poligonos sobre una red planas Grm
de puntos y elabora redes
para construir ciertos
poligonos
30. El plano de tu escuela | Representacion. Interpreta Interpreta planos Guire
planos de edificios Gumm
conocidos Gru
GRPC
31. Las siete y sereno Unidades. Lee y comunica Lee informacion del Gure
la hora y la informacion calendario Gwm
que brinda el calendario Lee informacion del Grm
reloj Grec
32. Anticipa quién ganard | Nociones de probabilidad Resuelve problemas de Guire
y diagramas. Anticipa la probabilidad Gwm
aparicion de un suceso, Grm
empleando las tablas de Grec

frecuencias
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probabilidad para continuar con el estudio praxeoldgico, lo que permitira
acotar los resultados del presente estudio.

FASE IV. DESARROLLO SECUENCIAL DEL CONTENIDO SELECCIONADO

A fin de precisar la secuencia de contenidos relativos a la probabilidad, se con-
sulto el Plan de Estudios de Educacion Primaria elaborado por la sep. Fue sor-
presivo descubrir que, en el Programa de Estudios 2011, en ninguno de los seis
grados de la educacion primaria se contemplan los contenidos relacionados con
el desarrollo del concepto de probabilidad. Sin embargo, en los libros de texto de
los alumnos existen lecciones que abordan el tema de probabilidad.

El Programa de Estudios 2011 establece la organizacion de contenidos en
tres ejes tematicos: Sentido numeérico y pensamiento algebraico, Forma, espacio
y medida, y Manejo de la informacion (ser, 2011a). En este ultimo eje, se rea-
gruparon los contenidos referidos al area de Estadistica, dejandose de lado la
nocion de probabilidad (sepr, 2011b).

A causa de la contradiccion existente entre los libros de texto y los progra-
mas oficiales vigentes, se decidié indagar en el Programa de Estudios 2009 (sep,
2009)* con el objetivo de conocer si los contenidos de probabilidad habian sido
suprimidos de la educacion primaria a partir de la RIEB. Los resultados indican
que en el Plan de Estudios 2009 si se encuentra la probabilidad, como se mues-
tra en el cuadro 4.

Mas especificamente, las lecciones de los libros de texto relacionadas con el
aprendizaje de la probabilidad se muestran en el cuadro 5.

En el cuadro 6 mostramos la frecuencia con que los géneros de modelacion
matematica fueron encontrados en cada una de las 11 lecciones sefaladas. Es
posible apreciar que todas las lecciones proponian actividades basadas en pro-
blemas con un contexto. Algunas de las situaciones se basaban en realidades
pseudoconcretas, pero la mayoria de ellas (7 de 11) proponian la generacion
de datos de la realidad del alumno mediante diversos juegos y experimentos.

4 El Plan de Estudios 2009 gui6 la realizacion de los libros de texto edicion 2011. Cuando en 2011
se reformul6 el plan de estudios, los libros de texto no fueron modificados para lograr una relacion con
el nuevo curriculo.
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Cuadro 4. Contenidos referidos a la probabilidad en el Plan de Estudios 2009

Grado Contenido

1° Combinaciones posibles en un problema dado.

Objetos de una coleccion con base en sus atributos (Clasificar, ordenar y describir)
2° Atributos cualitativos en objetos de pequenas colecciones en representados
en tablas

3° No existe contenido relacionado con la probabilidad.

Eventos con resultados posibles (sin cuantificar la probabilidad), utilizando
relaciones tales como: ‘es mas probable que..”, “es menos probable que..”
Problemas simples que exijan una busqueda exhaustiva de posibilidades
(problemas de conteo).

5¢ Elementos del espacio muestral de una experiencia aleatoria.

6° Combinaciones posibles en un problema dado.

FASE V. ANALISIS PRAXEOLOGICO DEL CONTENIDO ELEGIDO

A continuacion, presentamos con mayor detalle el analisis del bloque del saber
hacer o practico-técnico, entrelazado con el bloque relativo al saber, también
llamado tecnoldgico-tedrico, especificos de los contenidos de probabilidad.

a) Géneros de tareas que planteaban a los alumnos una situacion real [Gsg]

Integradas en el primer dominio del esquema de modelacion, los géneros de tareas
relativas al planteamiento de una situacion real se refieren a aquellas actividades
donde se presenta una problematica en un contexto real que generalmente implica
la busqueda y recoleccién de datos a partir de un experimento. Posteriormente,
dichos datos debian ser trasladados y trabajados en el dominio matematico.
Con frecuencia, estos géneros de tareas se basaban en juegos o experimen-
tos con monedas o dados donde estaba involucrado el azar. La figura 5 muestra
algunos ejemplos de las actividades que involucraban este género de tareas.
Llevar a cabo este género de tareas demandaba a los alumnos dos técnicas
especificas relativas a la modelacién matematica que se muestran en el cuadro 8.
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Cuadro 5. Desarrollo secuencial de los contenidos referidos a probabilidad
en educaciéon primaria

Grado
19

Leccion

42. Encuentra todas
las combinaciones

Contenido

Encuentra las combinaciones
posibles

Género de tarea

GMPG GMM, GRM, GRPC

20

32. Multiplicando
las comparas

Problemas multiplicativos.
Resuelve distintos tipos de
problemas de multiplicacién

Gumre, G, Gy, Gree

51. Registra el ganador

Nociones de probabilidad.
Identifica juegos de azar
y registra sus resultados

GSB G/VIPC, GMM, GRM,
GRPG GRR

52. Lanza un dado

Nociones de probabilidad.
Elige una opcion de acuerdo
a resultados posibles en
juegos sencillos de azar

GSR; GMPG GMMr GRM;
GRPG GRR

32. Anticipa quién
ganara

Nociones de probabilidad y
diagramas-tablas. Anticipa
la aparicion de un suceso,
empleando las tablas de
frecuencias

GSR, GMPC; GMM, GRM;
GRPG GRR

41. Lo mas probable
es que

Nociones de probabilidad.
Compara dos o mas eventos
a partir de sus resultados
posibles usando relaciones
como: ‘es mas probable

que..’, “es menos probable
que.."

GSR, GMPC, GMM, GRM,
GRPG GRR

51. Las combinaciones

Diagramas y tablas. Resuelve
problemas simples que
exigen una busqueda
exhaustiva de posibilidades
(problemas de conteo)

G/VIPG GMM, GRM GRPC

34. Una muestra
de los resultados

Nociones de probabilidad.
Identifica los elementos de
un experimento aleatorio

GSR; GMPC; GMM, C’RM;
GRPG GRR

33. El orden
es importante

Resuelve problemas de
conteo que involucren
permutaciones sin repeticion

GMPG GMM, GRM, GI?PC

37.¢Qué es mas
probable?

|dentifica los posibles
resultados de una
experiencia aleatoria

GSR; GMPG GMMr GRM;
GRPG GRR

45, Mas experimentos
de probabilidad

Compara la probabilidad
tedrica con la frecuencial

GSRy GMPG G/\/I/\/I, GRM,
GRPC, GRR
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Cuadro 6. Frecuencia de géneros de tarea en las lecciones de probabilidad

Lecciones | Lecciones | Lecciones | Lecciones | Lecciones | Lecciones

donde se | donde se | donde se | donde se | donde se | donde se
Total de | presentan | presentan | presentan | presentan | presentan | presentan
lecciones Gsp Gmpe Gum Grm Ggrm Grr

11 7 11 11 11 11 7

2.Formen 6 equipos, cada uno lance 50 veces un dado y registre los resultados
obtenidos en la tabla siguiente.

Equipo

a b O N =

6
Total

En su experimento, ¢ cual fue la probabilidad de que cayeran las caras con mas de
4 puntos?

Figura 5. Problemas presentados en los libros de cuarto y sexto grado

No se encontro evidencia en los libros de texto de tecnologias o teorias que
justificara tal uso de técnicas para los alumnos. Sin embargo, 1a sep muestra un
programa alterno denominado Guia del maestro donde es posible inferir dichos
elementos. De acuerdo con sep (2011b), el estudio de las matematicas en la
educacion primaria consiste en utilizar secuencias de situaciones problematicas
que despierten el interés de los alumnos y los inviten a reflexionar y encontrar
diferentes formas de resolver los problemas. Estos argumentos permiten inferir
el porqué del planteamiento de problemas; sin embargo, poco refieren a la
importancia del contexto en ellos.
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Cuadro 8. Bloque practico técnico Ts

Grados en donde
Género de tareas Técnicas se utiliza

Plantear a los alumnos [T, ] Lanzamiento de 42 52y 62
problemas en situaciones monedas o dados para un
reales [Gsdl experimento y registro en

tablas
(Tareas que plantean a [1,,] Lanzamiento de 42 52y 62
los alumnos un problema monedas o dados como parte
basado en una situacion real | de alguna actividad ludica
donde se recolecten los datos | (avanzar en un tablero de
de su realidad) juego)

b) Géneros de tareas que planteaban a los alumnos
una situacion pseudoconcreta [Gupcl

Estas tareas involucraban la presentacion de problemas enmarcados en un
contexto cotidiano para el alumno, pero con datos que el libro de texto brindaba
de antemano. La mayoria de las situaciones mostraban problematicas que se
relacionaban con combinatorias de candados, prendas de vestir u otros ele-
mentos. También eran comunes las problematicas sobre lanzamiento de dados
y monedas, pero con datos enlistados en el libro con el afan de provocar cues-
tiones especificas. En la figura 6 se plasma una actividad como las referidas.

Los libros no especifican la técnica para realizar dicho género de tareas. Los
problemas que se plantean generalmente admiten cualquier tipo de procedi-
miento para su resolucion. Se fomenta el uso de procedimientos informales a
eleccion de los alumnos.

A pesar de que en los libros de texto para el alumno no se encontré ningun
elemento tecnoldgico o teorico para este género de tareas, si existen algunos

2. Pedro tiene que programar la combinacién de un candado. Ayudale, escribiendo
todas las formas diferentes en que es posible establecer dicha combinacién utili-
zando solamente los digitos 0, 1, 2 y 3, sin repetirlos y usandolos todos cada vez.

Figura 6. Problema presentado en el libro de cuarto grado
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elementos en el material para el maestro. Seguin sep (2011b), la construccién de
saber matematico va de lo informal a lo convencional, en cuanto relacion con
el lenguaje como con las representaciones y procedimientos.

¢) Género de tareas referentes al establecimiento
de un modelo matemdtico [Guml

En la totalidad de los contenidos aparecen actividades donde se pide el esta-
blecimiento 0 uso de un modelo matematico. Algunas lecciones presentan
preguntas especificas que guian la elaboracién de algin modelo matematico,
ya sea de manera explicita o no (véase la figura 7).

En algunas ocasiones, en el libro se sugiere la técnica para resolver este
genero de tareas y en otras, es necesario que el alumno recuerde algunos cono-
cimientos aprendidos anteriormente. De nuevo, elementos como tecnologias y
teorfas no se muestran en el libro para el alumno. En la Guia para el maestro
se hace un pequeno acercamiento a las razones para proponer este género
de tareas: “Para resolver una situacion, el alumno debe usar sus conocimientos
previos, los cuales le permiten entrar en la situacion, pero el desafio consiste
en reestructurar algo que ya sabe, sea para modificarlo, ampliarlo, rechazarlo o
volver a aplicarlo en una situacién” (sep, 2011b, p. 68).

Como un apartado especial, incluimos en esta seccién un desglose de los
distintos contenidos matematicos referidos a la probabilidad, es decir, un analisis
de la organizacién matematica. Las razones para incluir dicho andlisis son diversas.

1. En parejas, lancen un dado 50 veces.
» Registren en la segunda columna con una marca cada ocasion que aparezca una de las
seis caras (que corresponden a numeros del 1 al 6).
» Al concluir los 50 lanzamientos, determinen el total de veces que salié cada numero ané-
tenlo en la tercera columna.
» En la cuarta columna escriban la siguiente fraccion

Total de veces que cayo la cara

Total de lanzamientos del dado

para cada una de las caras del dado. Observen que como se realizaron 50 lanzamientos
en todas las fracciones el denominador sera 50.

Figura 7. Especificamente en la tercera vifeta es posible observar
el modelo tedrico para el calculo de probabilidad
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Primeramente, tiene por objetivo ser exhaustivos en el analisis hecho a los libros
de texto. Ademas, y de acuerdo con Garcia y otros (2006), no hay praxeologia
matematica sin el estudio del proceso que lo genera, esto es, la praxeologia
didactica.

Son cinco los géneros de tarea referidas a la om:

» Encontrar las combinaciones posibles en un problema dado [Gpunl

* Encontrar las permutaciones posibles en un problema dado [Gpul

» Comparar entre dos eventos cual es mas probable [Gpsl

* Desarrollar la nocién de espacio muestral [Gpwl

* (alcular la probabilidad de ocurrencia de un experimento aleatorio
[GDMB]

En el cuadro 9 se presentan de manera sintética los elementos de las pra-
xeologias de cada tipo de tarea.

Cuadro 9. Andlisis praxeoldgico de la organizacion matematica
referida a probabilidad

Género
de tarea om Técnica Tecnologia Teoria

[Tovn1] Dibujar No se encontro No se encontro
combinaciones
posibles y contar las

Encgntrar las posibilidades
combinaciones —
posibles en un [Tomi2] Dibujar las No se encontro No se encontro

problema dado combinaciones
utilizando una tabla
Multiplicar las
diversas opciones

Encontrar las [Tpmel Dibujar las No se encontro No se encontro
permutaciones posibilidades
posibles en un y contarlas

problema dado [Tpul

[TDM31] Realice
Comparar entre dos | o experimento
eventos cudl es mas

probable [Tovs] Registrar en una No se encontro No se encontré

tabla
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Cuadro 9. Analisis praxeoldgico de la organizacion matematica
referida a probabilidad (conclusion)

Género
de tarea om

Técnica

[tomz2] Contar las
probabilidades
de cada caso y
comparar

Tecnologia

No se encontré

Teoria

No se encontro

Desarrollar la nocion
de espacio muestral

[Tovul Registrar
en una tabla
las distintas
posibilidades de
resultado de un
experimento y
contarlos.

Se ofrece a los
alumnos un indicio
de tecnologia [0pwul
al ilustrar recuadros
donde se despliega

la definicién del

espacio muestral
(véase la figura 4)

No se encontro

Calcular la
probabilidad de
ocurrencia de un

experimento aleatorio

[Tovs1] Exprese en
forma de fraccion las
veces que ocurrié un
determinado caso y
el total de eventos

Se encuentra la
explicacion sobre
el calculo de la
probabilidad en un
experimento, es decir,
la tecnologia que lo
implica [Bpws] (Véase
la figura 19)

No se encontro

[Tomz] Exprese en
forma de porcentaje
la probabilidad

No se encontro

d) Género de tareas referidas al trabajo con modelos matematicos [Ggru]

Recordemos que de acuerdo con el cuadro 1, este género de tareas refiere a aque-
llas donde se le pide al alumno trabajar con un modelo matematico, ya sea creado
o0 explicado por el docente en forma de algoritmo aislado. En las 11 lecciones
de probabilidad analizadas, todos los géneros de tarea referidos al trabajo con
modelos matematicos referfan a algoritmos que surgian de la necesidad de
resolver un problema. En la figura 8 es posible apreciar que los alumnos deben
calcular la probabilidad de dos eventos que anteriormente habian experimen-

tado en el aula.
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+ Si se lanzan al mismo tiempo una moneda y un dado: ;Qué es mas probable. Obtener par
y aguila o nimero impar y sol?

Figura 8. Pregunta que se resuelve mediante el trabajo
con un modelo matematico

Las técnicas que el libro propone para la resolucion de este género de tareas
buscan la comunicacién entre los alumnos para la generacion de diversos pro-
cedimientos, ya que muy pocas veces se explicita en los materiales revisados
alguna técnica Unica o correcta. La tecnologia y teoria, ausentes en el libro
del alumno, pueden inferirse en la Guia del maestro, donde se especifica que el
conocimiento de reglas, algoritmos, formulas y definiciones solo es importante
en la medida en la que los alumnos lo puedan utilizar habilmente para solucio-
nar problemas y lo puedan reconstruir en caso de olvido (ser, 2011b).

e) Géneros de tareas relacionadas con la resolucion
del modelo pseudoconcreto [Ggec]

El género de tarea donde se interpreta el resultado matematico a la luz de la
situacion pseudoconcreta planteada refiere al quinto elemento del esquema de
modelacion. Las tareas referidas a este género se plantean mediante preguntas
reflexivas, luego de haber hecho los calculos necesarios para obtener una res-
puesta matematica. Los cuestionamientos alentaban a valorar e interpretar la
respuesta obtenida mediante diversos procesos de resolucion y relacionarla con
el problema que lo desencadend.

Un ejemplo de este tipo de tareas se presenta en la figura 9, donde, de inicio,
se presenta un problema en una realidad pseudoconcreta para después solicitar
que se certifiquen las respuestas y procedimientos elegidos.

Las técnicas para dar solucién a dichas actividades no eran explicitas. Los
libros de texto promovian la variedad de procedimientos y una riqueza en la
discusion generada por los alumnos. En el cuadro 10 se presentan la técnica 'y
los grados escolares en los que se sugiere emplearla.

De nuevo, aunque no se muestran indicios de tecnologia o teoria involucra-
da a lo largo de las lecciones, se muestran algunas explicaciones en la Guia
para el maestro, donde se advierte que el docente debe propiciar un ambiente
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Lo que comozco. Dibuja

en tu cuaderno las

diferentes formas en
que Margarita puede
';_acomodar sus piedras de
colores en una repisa.

éCuantas formas diferentes encontraste?
Si alguien de tu grupo encontré mas formas de acomodar las piedras,
verifica si te falté alguna o si tu compafiero tiene alguna repetida.

Figura 9. Problemas de permutaciones propuesto en el libro de cuarto grado

Cuadro 10. Bloque practico técnico Trep

Grados en
Género de tarea Técnicas donde se utiliza

Tareas que proponen el trabajo con | [Tred Comparar con sus compa- 1°
el resultado del modelo pseudo- | fieros las respuestas al problema 20
concreto pseudoconcreto y el procedimiento 30
de resolucion 40

59

69

en el que los alumnos compartan sus ideas, sus acuerdos y desacuerdos, expre-
sandose con libertad y reflexionando acerca de la solucion del problema (Sep,
2011b).

) Géneros de tareas referidas a la relacion
entre el resultado obtenido y la situacién real [Grgl

Un género de tareas muy importante dentro de la modelacion matematica es
aquel en el que se pide establecer una relacion entre el resultado obtenido a
partir del trabajo con el modelo matematico y la situacion real de la cual se
derivo. Las tareas propias de este género generalmente se plantean a través
de preguntas que intentan promover la reflexion y el analisis del resultado mate-
matico en términos del contexto del cual surgid. La figura 10 muestra un ejem-
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» De acuerdo con los resultados de la tabla, al lanzar al mismo tiempo dos monedas,
¢qué es mas probable obtener, el mismo resultado en las dos o resultados diferentes?

» Si se lanzan al mismo tiempo tres monedas, ;qué es mas probable, obtener el mismo
resultado en las tres o dos iguales y una diferente?

Figura 10. Problemas presentados en el libro de sexto grado

plo de este género de tareas donde, luego de la realizacion de un experimento
aleatorio, se proponen preguntas con el fin de discutir la respuesta utilizando
siempre términos de la situacion real.

Para la realizacion de estas tareas, los libros de texto proponian una sola téc-
nica, dar respuesta mediante la confrontacion de resultados con los companeros
a las preguntas establecidas (véase el cuadro 11). No se muestran elementos
tecnoldgicos o teoricos acordes a este género de tareas; sin embargo, los ele-
mentos presentados en el género de tareas anterior [Gged explican de manera
general su razén de ser.

CONCLUSIONES DEL ANALISIS PRAXEOLOGICO
El andlisis realizado permitié reconocer el papel que la modelizacién matema-
tica tiene dentro de las actividades planteadas para el trabajo con los alumnos

de educacion primaria. A su vez, ello define el nivel de congruencia con lo esti-

Cuadro 11. Bloque practico técnico Tre

Grados en
Género de tareas Técnicas donde se utiliza
Tareas que proponen el trabajo con | [Tzl Contestar preguntas reflexivas 3°
el resultado de la situacion real sobre las respuestas matematicas 40
en términos de la situacion real 5
69
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pulado en los planes de estudio oficiales de este nivel educativo. Se presentan
a continuacion algunas de las conclusiones encontradas.

Los resultados muestran que, en la mayoria de sus lecciones, los libros de
texto de matematicas de la escuela primaria plantean géneros de tareas referi-
das al dominio matematico. Los géneros de tareas que predominan en las lec-
ciones de los diversos grados son aquellas donde se pide el uso de algoritmos
aislados que no surge de contextos cotidianos. Ello denota que la modelacion
matematica es involucrada pobremente en las lecciones a partir del seguimiento
de las actividades que se proponen.

De entre los contenidos matematicos analizados, se destacan las lecciones
referentes al aprendizaje de la probabilidad, puesto que en ellas se encuentran
los seis géneros de tareas de modelacion matematica. Siete de las 11 leccio-
nes proponen tareas que involucran el planteamiento de una situacion real.
Principalmente se recurre a la generacion de datos por los propios alumnos
mediante diversos juegos que involucran dados o monedas. Las siete lecciones
donde se trabaja con el planteamiento de situaciones reales promueven, a su
vez, reflexiones sobre el resultado matematico obtenido. Principalmente se iden-
tifica como técnica de esta praxeologia la respuesta a preguntas que generen
una reflexion en los alumnos.

La totalidad de las lecciones de probabilidad incorporan los otros cuatro
géneros tareas de modelacion matematica. En siete de las 11 lecciones referidas
a probabilidad, se plantea una situacién problema en términos de un contexto
utilizando datos otorgados por el libro. Este tipo de tareas se identifico como una
situacién pseudoconcreta.

Los contenidos referidos a probabilidad no aparecen en el Plan de estudios
2011; sin embargo, se encuentran en los libros de texto de la edicion de 2009.
Ello evidencia una falta de correspondencia entre ambos textos elaborados por
la SEP.

Los géneros de tareas que conciernen al planteamiento de un modelo
matematico y al trabajo con él se conjuntaron para la realizacién de un estudio
mas detallado con el nombre de Géneros de tareas del dominio matematico.
Logramos el desglose de cinco tipos de tareas especificas referentes a la organi-
zacion matematica: encontrar las combinaciones posibles en un problema dado;
encontrar las permutaciones posibles en un problema dado; comparar entre dos
eventos cudl es el mas probable; desarrollar la nocién de espacio muestral, y
calcular la probabilidad de ocurrencia de un experimento aleatorio.

El analisis muestra que los libros de texto no proponen ninguna técnica
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especifica para realizar los tipos de tareas. Por lo general, se sugiere la utili-
zacién de procedimientos informales que generen una posterior discusion de
ideas y validacion de respuestas.

Son pocas las lecciones relativas a la probabilidad en las que es posible
encontrar un indicio de tecnologia. Solamente en dos de ellas se muestran
recuadros que despliegan la definicién de cierto concepto o la descripcion de
algun procedimiento especifico.

No se explicita en ninguna leccion la teoria que sustenta la tecnologia de
la praxeologia. Las técnicas y tareas llevadas a cabo se proponen sin estable-
cer el porqué o bajo qué supuestos es posible su argumentacion. Sin embar-
go, y de manera complementaria, un analisis de las guias para el maestro
que propone la sep permite inferir algunos de estos elementos praxeoldgicos.
A pesar de este intento, estos resultados coinciden con lo establecido previa-
mente por Bosch, Fonseca y Gascon (2004), quienes muestran la ausencia de
discurso tecnoldgico en los libros de texto de matematica en la ensenanza
secundaria espanola.

CONCLUSIONES

Existe una problematica aceptada respecto al aprendizaje y ensenanza de las
matematicas en el nivel basico en México. La educacion primaria se constituye
como base de multiples nociones matematicas consideradas como indispensa-
bles en los niveles educativos posteriores. A su vez, es en la educacion primaria
donde es deseable que los alumnos inicien el aprecio a la matematica como
aquella herramienta flexible que permite dar solucién a una serie de problemas
de la realidad. La presente investigacion se interesa en aportar elementos para
el logro de tal objetivo mediante un primer diagnostico que muestre cémo se
incorpora la modelacion matematica en los libros de texto del pais.

El acercamiento a los libros de texto de matematicas mediante la TAD permitio
dar a conocer por medio de un analisis formal el distanciamiento que existe
entre el discurso politico-educativo presente en los planes de estudio despren-
didos de la RIEB con los materiales que se ponen a disposicion de maestros y
alumnos en las escuelas primarias.

El analisis elaborado concluye que la modelacion matematica, estrategia que
apuntala al acercamiento entre la matematica de la vida cotidiana y la escolar,
no esta presente en la gran mayoria de las lecciones de los libros de texto de
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matematicas para los alumnos de educacién primaria. En ellas predomina la
propuesta de géneros de tareas del dominio matematico, en el que se pide el
trabajo con algoritmos matematicos especificos. Los géneros de tarea referidos
al planteamiento de problemas en el dominio real o pseudoconcreto son muy
escasos, asi como lo son los que demandan un trabajo con los resultados en
ambos dominios mencionados.

Nuestra investigacion aporta elementos al esfuerzo que siguen investigado-
res como Barquero, Bosch y Gascén (2011) hacia el desarrollo de una posible
manera de analizar las praxeologias presentes en el proceso de modelacion
matematica mediante la busqueda de los diferentes elementos en libros de
texto. Los géneros de tareas que fueron adecuados de investigaciones anteriores
permitieron un estudio detallado que ayudo a ver la relacion de estos con cada
etapa del ciclo de modelacion matematica.

Consideramos que la busqueda de los géneros de tarea de modelacion
matematica no debe verse limitado a libros de texto, sino que podria generar una
herramienta importante para evaluar planes de clase de maestros. Con ello, se
podrian brindar recomendaciones que conlleven al mejoramiento de las activida-
des faltantes para el desarrollo de secuencias mediante modelacion matematica.

Creemos necesaria la modificacion de los libros de texto de matematicas de los
alumnos para que se establezca en ellos un mayor numero de géneros de tareas
de modelacion matemaética. A su vez, coincidimos con Doerr (2007) y Romo,
Romo y Velez (2012) en la necesidad de un trabajo especifico y detallado en el
diseno de situaciones didacticas basadas en modelacion matematica con los
docentes en formacion, puesto que ellos representan un agente activo en la
puesta en marcha de las reformas curriculares.

El contenido que se selecciond como el que poseia mayores elementos de
modelacion matematica se retoma como nuestra actual linea de investigacion
dirigida precisamente al estudio de la formacion de docentes en modelacion
matematica.
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Ideas previas sobre la multiplicacion y division
con decimales: su evolucion a partir de una
experiencia con el Laberinto de decimales

Evelyn Valencia y Alicia Avila

Resumen: Desde hace varias décadas se han indagado los procesos de apren-
dizaje de los numeros decimales y se han identificado dificultades y obstaculos
para su comprension, muchos de ellos favorecidos por la ensefianza. Uno de
esos obstaculos es desprenderse de los modelos intuitivos de la multiplicacion
y division construidos en el contexto de los nimeros naturales. En este articulo
se analizan los resultados de la aplicacién de una situacion didactica sustenta-
da en un dispositivo que tiende a favorecer el abandono de estos modelos: el
Laberinto de los decimales. El escrito se centra en analizar la evolucion de los
razonamientos de los alumnos al interactuar con este dispositivo. Se observa el
abandono (no sencillo) de la idea “la multiplicacién siempre agranda, la division
siempre achica”. En este proceso, median ideas diversas que desembocan en la
construccion de nuevas reglas sobre los efectos de estas operaciones.

Palabras clave: multiplicacion y division con numeros decimales, modelos
intuitivos, aprendizaje de los numeros decimales, situaciones didacticas, cons-
truccion de conocimiento.

Previous ideas about multiplication and division with decimals:

its evolution from an experience with the Laberinto de decimales

Abstract: For several decades, students’ learning processes of decimal numbers
have been investigated. Difficulties and obstacles have been identified, some
of which can be attributed to the instructional approaches that are used. One of
those obstacles is related to the intuitive models of the meaning of multiplica-
tion and division, which students develop as they engage with these operations
in the context of natural numbers. In this paper, results are analyzed of the

Fecha de recepcion: 7 de junio de 2015; fecha de aprobacion: 8 de octubre de 2015.
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implementation of a didactical situation, named “The maze of decimals’, aimed
at overcoming those models. The analysis centers on the evolution of students’
reasoning while engaging in the situation. It is noticeable how students struggle
to abandon the conceptions of ‘multiplication makes bigger, division shrinks.
This process is mediated by diverse ideas that lead to the construction of new
rules about the meaning of multiplication and division.

Keywords: multiplication and division with decimals, intuitive models, learn-
ing decimals, didactic situations, knowledge building.

LA PROBLEMATICA

Desde hace algunas décadas se han realizado investigaciones en torno a las
dificultades que representa para los estudiantes el aprendizaje de los numeros
decimales. Esas dificultades se deben en parte a que algunos de los conoci-
mientos adquiridos sobre los ndmeros naturales se convierten en obstaculo
para la comprension de estos “nuevos numeros” (cf. Brousseau, 1998).Y es que,
como Brousseu ha senalado: "Si una nocién tiene éxito suficiente durante un
tiempo largo, toma un valor, una consistencia, una significacion, un desarrollo
que hacen cada vez mas dificil su modificacion, su recuperacion o su rechazo:
la nocion deviene a la vez, para las adquisiciones ulteriores, un obstaculo y un
punto de apoyo") (Brousseau, 1998, p. 119). Es decir, que los naturales deveni-
dos obstaculo son parte del proceso de conocer. Pero se trata también de una
cuestion favorecida por la ensefianza, ya que, a partir de la manera en que
comunmente se acerca a los ninos a los decimales, se empana la diferencia
entre estos numeros y los naturales. Y esta falta de diferenciacion se extiende
hasta alcanzar a las operaciones y su significado.

Algunos aspectos identificados reiteradamente como problemdticos en el
aprendizaje de los decimales son los siguientes:

» [l significado de los decimales. En la escuela se suelen presentar los
decimales unicamente en contextos como el dinero y la medicion en
vinculacion con el sistema decimal de medidas, y la manera en que
se trabajan no siempre permite evidenciar que el valor de la parte
decimal de un numero se define en funcion de su relacion con la
unidad, sino que suelen utilizarse unidades distintas para identificar
la parte entera y la decimal, por ejemplo: pesos y centavos o metros y
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centimetros, opacandose asi la naturaleza fraccionaria de estos niime-
ros (Brousseau, 1998; Van Galen, Feijs, Figueiredo, Gravemeijer, Van
Herpen y Keijzer, 2008; Saiz, Gorostegui y Vilotta, 2011, y Avila, 2013).

» Comparacion y orden. Las dificultades a las que se enfrentan los
estudiantes para ordenar correctamente numeros decimales sin duda
estan vinculadas al significado que se otorga a estos nimeros. Como
ya dijimos, con frecuencia se consideran la parte entera y la parte
decimal como grupos de numeros naturales separados por el punto
y a estos numeros se les aplican las reglas utilizadas para ordenar
los naturales (Brousseau, 1998; Roditi, 2007). Con base en esa misma
logica, los nifos consideran la cantidad de cifras que posee el nimero
después del punto como criterio para determinar si es mayor o menor
que otro cuya parte entera es equivalente (Roditi, 2007; Avila, 2013).

* Densidad. Esta propiedad caracteriza a los numeros decimales en
cuanto a que son un subconjunto de los racionales y refiere al hecho
de que, entre cualesquiera dos numeros decimales distintos, puede
encontrarse siempre otro numero decimal (cf. por ejemplo, Peterson
y Hashisaki, 1969). Esta propiedad es muy dificil de comprender
por parte de estudiantes que concluyen la primaria (Avila, 2013), ya
que en las clases de matematicas se sobregeneraliza la naturaleza
discreta de los numeros naturales, produciéndose obstaculos en los
razonamientos de los estudiantes que impiden la comprension de
esta propiedad; los estudiantes suelen considerar que entre dos deci-
males “falsos consecutivos’! no se podrd ubicar ningtin otro decimal
(Brousseau, 1998; Broitman, 2003; Avila, 2013; Saiz, Gorostegui y Vilotta,
2011; Valencia, 2014).

» Cdlculo y operaciones. Muchos profesores y estudiantes, segun estu-
dios relativamente recientes, suelen entender que la Unica dificultad
que ofrecen las sumas y restas con decimales, es saber alinear los
numeros con base en el punto decimal. Una vez resuelta esta cues-
tion, se trata simplemente de aplicar las reglas de las operaciones con
nimeros naturales para obtener el resultado buscado (Avila, 2008;
Konic, Godino y Rivas, 2010). De este modo, la perspectiva conceptual
es sustituida por la algoritmica, que se extiende a la multiplicacién y a

1 Esta expresion, utilizada por Avila (2013), refiere a pares de néimeros decimales que, prescindiendo
del punto, serian antecesor y sucesor en el campo de los naturales, por ejemplo 4.89 y 4.90.
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la division, eliminandose cualquier reflexion respecto del significado
de estas operaciones.

» |os efectos de la multiplicacién y division de decimales. La falta de un
acercamiento conceptual a los calculos con decimales ha provocado
que se genere en los estudiantes una serie de ideas o conceptos
erroneos acerca de las operaciones con estos ndmeros, por ejemplo,
generalizar el hecho de que, al efectuar la multiplicacion de dos
numeros dados, cualesquiera que estos sean, el numero obtenido
como producto siempre serd mayor que los factores. De igual modo,
se cree que, al efectuar una division, el divisor siempre debe ser menor
que el dividendo, o que el nimero obtenido como cociente siempre
sera menor que el numero que se divide (Graeber y Tirosh, 1989; Van
Galen y otros, 2008).

Este tipo de ideas erréneas asociadas a la multiplicacion y la division fue
informado desde hace tiempo. Un estudio sobre el tema muy consultado por los
investigadores de América Latina data de los anos ochenta y fue realizado por
Margaret Brown en Inglaterra (Brown, 1981). Esta autora informé:

Es claro que la idea de que “la multiplicacion siempre agranda y la division
siempre achica” esta firmemente instalada entre los estudiantes [de entre 12
y 15 anos] (Brown, 1981, p. 54).

Algunas de las evidencias ofrecidas en este estudio son particularmente
interesantes, por ejemplo, las respuestas dadas por los estudiantes al item
siguiente:

15.[En cada pareja de célculos] Encierra el cdlculo que dé como respuesta
el nimero mds grande:

a)8 X 4 o 8=+4

b)8x04 o 8+ 04
08x04 0 08+04
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Tabla de porcentajes de respuesta, por edades, a la pregunta 15°

12 anos 13 anos 14 anos 15 anos
X = =+ 13 8 15 18
(correcta)
X, X X 50 58 47 30
(incorrecta)

Como se ve, en un porcentaje muy alto, los estudiantes consideran que la
multiplicaciéon es la Unica operacion que agranda el numero de partida. Esta
prevalencia, que Brown denomina “sindrome de la multiplicacion siempre agran-
day la division siempre achica’, no constituye un hecho inocuo, sin impacto en
otras conceptualizaciones sobre los decimales. Segun la evidencia aportada por
la propia Brown, el sindrome de la multiplicacion siempre agranda y la division
siempre achica (y que en adelante llamaremos sindrome mapA) afecta a la
eleccion apropiada de estas operaciones al tratar de resolver problemas que las
implican (cf. Brown, 1981, p. 55). La relevancia del sindrome, por tanto, se hace
visible si consideramos que una nocion toma sentido por los errores que evita
y los problemas que ayuda a resolver (cf. Brousseau, 1998, pp. 119 y ss.). Pero
antes de avanzar respecto de este punto, abrimos un paréntesis para aclarar el
sentido que damos al término sindrome.

El término, segun el diccionario de la Real Academia Espanola, no significa
solo el reflejo de una enfermedad, sino también “un conjunto de fenémenos
que caracterizan una situacion determinada” (en el caso que tratamos, la inter-
pretacion de la multiplicacion y la division adquirida con los naturales y que
errbneamente se extiende a otros conjuntos numeéricos). Mas cercano al sentido
que le damos en este articulo, es el que tiene el término en lengua inglesa
donde sindrome significa: “Patron predecible que tiende a ocurrir en ciertas
circunstancias’?

Ahora bien, como deciamos antes, este sindrome o patron tiene también
sus raices en las formas de ensenanza, en las decisiones que esta toma y en
las omisiones que conlleva; se trata parcialmente de un efecto didactico, donde
efecto se entiende como aquello que sigue por virtud de una causa; que es

2 Conviene sefalar que este cuadro se tomo tal como aparece en el escrito de M. Brown (1981). Los
datos que la autora presenta, puede inferirse, no refieren a la totalidad de respuestas obtenidas; proba-
blemente se exponen sélo aquellas que destacan la prevalencia de la idea “la multiplicacién siempre
agranda y la division siempre achica’, tema que es eje de nuestro articulo.

3 Definicion tomada del Merrian-Webster Dictionary, consultado en la web el 27 de octubre de 2015.
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resultante de una accion; que produce una serie de consecuencias, generalmen-
te adversas, del uso de un tratamiento (cf. Diccionario del Espafol de la Real
Academia Espanola), como puede ser el didactico.

Una vez aclarado el sentido del sindrome, volvemos al hilo central del
articulo para citar algunos de los resultados aportados por Brown en su intencion
de argumentar como el sindrome MADA tiene efectos en la eleccion de la mul-
tiplicacion o division en cuanto herramientas de resolucion de problemas con
decimales.

19."Encierra el cdlculo que necesitarias hacer para encontrar la respuesta
[al problema siguiente]:
C. El precio de la carne molida se anuncia a 88.2 peniques el Kilo, dcudn-
fo costard un paquete con 0.58 kg de carne molida?

058 = 88.2 882 — 058 058 — 88.2
0.58 x 88.2 88.2 + 058 882 = 058
Tabla 4.6. Porcentajes de respuestas a la pregunta 19 C
12 anos 13 anos 14 anos 15 anos
X (correcta) 18 17 21 29
+ (incorrecta) 37 39 48 42

Se ve de nuevo la aparicion del sindrome mMADA, pues los estudiantes tienen
fuertes dificultades para seleccionar la operacion correcta, dificultades que deri-
van de una vision de las operaciones que es valida solo en el conjunto de los
numeros naturales.

La identificacion del sindrome mADA dio lugar a la teoria de los “modelos
intuitivos” (Fischbein y otros, 1985). Seguin esta teoria, los estudiantes construyen,
desde que inician su aprendizaje con los numeros naturales, modelos intuiti-
vos sobre la multiplicacion y la division que no son validos en otros conjuntos
numeéricos, pero que, habiéndose arraigado en el pensamiento de los estudian-
tes, se utilizan para interpretar las operaciones sin importar los nimeros de que
se trate. Los tres modelos intuitivos identificados por Fischbein y sus colegas son:

1. La multiplicacién como suma repetida; un factor se repite y el otro marca

el numero de repeticiones, de ahi que el resultado de la multiplicacion
siempre debe ser mayor que los factores.
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2. La division como ‘particion’” (modelo intuitivo inicial); se trata de repartir
una cantidad en un ndmero dado de partes iguales, y la incognita refiere
al tamano de las partes; de ahi que el dividendo deba ser mayor que el
divisor y el cociente tenga que ser menor que el dividendo (no se podrian
repartir 12 canicas entre 25 nifos).

3. La division como “agrupamiento” (modelo mas elaborado que el de parti-
cion); en este caso se conoce la cantidad por repartiry el tamafo de cada
parte, y se busca el numero de partes. Las ideas asociadas a este modelo
son similares a las generadas en torno a la division como “particion’.

No obstante la relevancia del tema, entre los investigadores y disenadores de
curriculum, esta linea de investigacion tuvo poca continuidad en América Latina
y particularmente en México (cf. Avila y Garcfa, 2008; Avila, 2013; Valencia,
2014). Un resultado de este escaso interés es que tales cuestiones no se abor-
dan en el ambito escolar como aspectos importantes de los decimales. AUn mas
allg, recientemente se ha constatado que el sindrome MADA se refleja también en
los docentes cuando se enfrentan a la multiplicacion y la division con decimales
(Barriendos, 2013). Al respecto, Barriendos informa como un grupo de profesores,
participantes en un evento de formacion, utiliza sumas y multiplicaciones y evita
restas y divisiones como estrategia inicial para obtener “el nimero mas grande’.
Tal situacion no es sorprendente si, en general, los profesores consideran que la
comprension de los numeros decimales y sus diversos aspectos no representan
dificultad alguna en la ensenanza ni en el aprendizaje, por lo que optan por
un tratamiento simple centrado en la comunicacién de las etiquetas (nombres)
correspondientes a las columnas después del puntoy a la ejercitacion mecanica
de los algoritmos, los cuales, a su decir, no implican mayor dificultad que saber
en dénde colocar el punto (Avila, 2008; y Avila y Garcia, 2008).

Con base en estos antecedentes sobre la ensenanza y el aprendizaje de los
numeros decimales, se plante6 una situacion didactica basada en la aplicacion
de un dispositivo que tiene como proposito ayudar a rebasar el sindrome MADA.
Se trata del Laberinto de los decimales (en adelante Laberinto) elaborado y
difundido hace tiempo por el National Council of Teachers of Mathematics
(2008) precisamente para hacer evidentes los efectos de las operaciones con
numeros decimales y provocar la reflexion sobre ellos (véase figura 1).
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Indicaciones
1. Sin hacer célculos, elige el camino que consideres te dara mas puntos y marcalo con algun
color. Las reglas son las siguientes:
a) Al empezar el juego tienes 100 puntos.
b) Debes llegar a la meta siguiendo el camino de las operaciones que pienses que te
darian mas puntos.
c) No debes pasar dos veces por el mismo segmento ni por el mismo punto.

100

N
o
K
3 +
- o
X »
%) N
@ Q
/
-1.7 +0.87 X 1.09
« R o1
META
2. Haz los calculos del camino que elegiste para obtener tu total. Puedes utilizar una calcu-

ladora.
3. Compara tus resultados con los de tus compafieros y comenten lo que observan.

Figura 1. Laberinto de los decimales

OBIETIVOS Y DISENO DE LA SITUACION SUSTENTADA
EN EL LABERINTO DE LOS DECIMALES

Con base en la revision de literatura y la aplicacion de un cuestionario a ninos
de 11-12 anos que no participaron en esta investigacion, pero que asistian a
la misma escuela donde esta se llevd a cabo, reconocimos el sindrome MADA
como uno de los obstaculos necesarios de superar por parte de los estudiantes
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para lograr una comprension amplia de los decimales. Por tal razdn, se incluyd
el trabajo con el Laberinto.

La situacién basada en este dispositivo formé parte de una secuencia didac-
tica cuyo objetivo general fue conocer:

¢Como los estudiantes de sexto grado de primaria dotan de significado a
los niumeros decimales?

Para dar respuesta a tal pregunta, se prepard la secuencia didactica con-
formada por ocho situaciones, cada una de las cuales se instrumenté en una
sesion de aproximadamente una hora* y se generaron otras preguntas mas
especificas que se contestarian una vez aplicada la secuencia:

» (Cudles son las modificaciones o cambios observados en el apren-
dizaje de los estudiantes sobre los ndmeros decimales a partir de la
aplicaciéon de la secuencia?

» {Como se produjeron esos cambios?

» (Qué tareas y situaciones los generaron o favorecieron?

La situacion basada en el Laberinto fue la séptima de la secuencia. El pro-
posito especifico de la situacion fue trabajar a partir de las ideas de los ninos
sobre la multiplicacion y division de decimales, interactuando con el Laberinto,
dispositivo que, como ya mencionamos, busca hacer evidente que no siempre
la multiplicacion agranda el numero de partida y, al efectuar una division, aquel
no siempre se harda mas pequeno, sino que el efecto de ambas operaciones
dependerd de los numeros involucrados en el célculo. En especifico, para esta
situacion se plantearon las siguientes preguntas de investigacion:

a) Silas ideas de los alumnos participantes reflejan el sindrome MADA, como
es factible suponer con base en los resultados de investigaciones previas,
ées posible lograr su modificacion mediante la ensenanza?

b) ¢En qué medida el Laberinto es util para promover la reflexién sobre
dichas ideas y favorecer su abandono?

4 Los aspectos trabajados en la secuencia fueron los siguientes: representacion de los ntimeros deci-
males, equivalencia entre distintos representantes de un ntmero decimal, significado de los nimeros
decimales, 1a unidad de referencia, orden en los decimales, nocion de densidad, multiplicacion y division
con decimales y resolucion de problemas con decimales.
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¢) ‘La interaccion entre los companeros, con la orientacién y coordinacién
de alguien que sabe mas, favorece adicionalmente la comprension de los
efectos de multiplicar y dividir con decimales?

Al igual que el resto de las que conformaron la secuencia, la situacion se
inspiro en la Teoria de Situaciones Didacticas de G. Brousseau (Brousseau, 1986).
Un postulado fundamental de esta teoria es que el conocimiento matematico se
construye mediante la accion y en relacion directa con una situacion-problema que
exige una respuesta del alumno (cf. Brousseau, 1986, pp. 155 y ss). La busqueda
de la respuesta -que conforme a esta teorizacion se realiza al margen de la
accion del profesor, en situacion a-didactica- provoca en quien aprende distin-
tos tipos de accién y de conocimiento que se expresan también de diferentes
maneras; inicialmente, mediante unas ciertas estrategias de resolucion que se
ponen en marcha; posteriormente, mediante la expresion de dichas acciones
con fines de comunicacion de la accién realizada y los resultados obtenidos.
Adicionalmente, en esta teoria, mostrar la validez de las respuestas -construidas
en la interaccién con la situacién-problema- es una cuestion esencial en la
construccion del saber, por lo que su socializacion y discusién son indispensa-
bles como etapas por cubrir en el transito hacia el saber.

Como resultado de este proceso, los estudiantes habran elaborado unos
ciertos conocimientos provocados por la situaciéon y la interaccion con los com-
paneros. Finalmente, el profesor hara explicita su participacion en la situacion
para contribuir a establecer la validez del conocimiento producido y elaborar
el enunciado o enunciados cuyo papel es formular, de acuerdo con ciertas
convenciones, el producto de la interaccion con la situacion -el nuevo conoci-
miento-, convirtiéndolo asi en un saber reconocible y posteriormente utilizable
(cf. Brousseau, 1986, p. 156).

Otro postulado fundamental de |a teoria brousseauniana se refiere a la signi-
ficacion del conocimiento: el sentido de un conocimiento matematico se define
no solo por la coleccion de situaciones donde ese conocimiento se concreta
en cuanto teorfa matematica, “sino también por el conjunto de concepciones 'y
elecciones que rechaza, de errores que evita [..]" (Brousseau, 1998, p. 118).

Teniendo como telon de fondo tales ideas,

* La dinamica de la situacion consistio en presentar a los alumnos la

actividad que debian realizar: determinar un trayecto en el Laberinto,
con ciertas restricciones que se definirian en las consignas.
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* |a actividad de quien fungié como docente consistid en proponer la
situacion, dar las consignas necesarias y monitorear a los estudiantes
durante la resolucion planteando preguntas para orientar los razona-
mientos o dando pequenas ayudas si se le solicitaban. En un momento
posterior, dirigi6 la socializacion y discusién de resultados y colabord
dando relevancia a aquellos que, conforme a los objetivos planteados,
era importante retener e institucionalizar, aunque de manera aun
interna, esto es, donde el grupo fija libremente sus convenciones como
resultado del proceso de construccion del saber sin utilizar todavia
rigurosamente las formalizaciones propias de la cultura matematica
escolar (cf. Brousseau, 1986, pp. 156 y ss.).

* En diversos momentos del desarrollo de la sesion, con el fin de
obtener mas evidencias que permitieran comprender el tipo de razo-
namientos que desplegaban los alumnos o promover cierto tipo de
reflexiones e ideas, se introdujeron preguntas intencionadas por parte
de la docente.

LOS PARTICIPANTES EN LA INVESTIGACION

Participaron 34 alumnos de sexto grado de primaria -20 mujeres y 14 hom-
bres- en edades comprendidas entre 11y 12 afos. Los participantes constituian
un grupo de una escuela publica de una zona urbana de clase media baja al
oriente de la Ciudad de México. El nivel de escolaridad de los padres de familia
variaba entre los niveles de secundaria y preparatoria, la minoria de ellos poseian
estudios de licenciatura. La escuela se orienta por el curriculum vy los linea-
mientos propuestos por la Secretaria de Educacion Publica sin poseer alguna
caracteristica u orientacion pedagdgica distintiva.

El papel de docente lo desempend una de las autoras de este articulo, quien
llevd a cabo la aplicacion de toda la secuencia, incluido el desarrollo de la situa-
cién el Laberinto, como parte de su tesis de grado (Valencia, 2014).
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DESARROLLO DE LA SITUACION Y EVOLUCION DE LAS IDEAS

LAS CONSIGNAS

Las consignas planteadas por escrito y entregadas a los alumnos en la misma
hoja que el Laberinto fueron las siguientes:

1. Sin hacer calculos, elige el camino que consideres te dard mas puntos y
marcalo con algun color. Las reglas son las siguientes:
a) Al empezar el juego tienes 100 puntos.
b) Debes llegar a la meta siguiendo el camino de las operaciones que
pienses que te darian mas puntos.
¢) No debes pasar dos veces por el mismo segmento ni por el mismo
punto.

Una vez trazado el camino para llegar a la meta, las consignas que habrian

de sequir los participantes fueron:

2. Haz los célculos del camino que elegiste para obtener tu total. Puedes
usar calculadora.

3. Compara tus resultados con los de tus companeros y comenten lo que
observan.

Las consignas escritas se acompanaron de la siguiente explicacion por parte

de la docente:

92

Lo que vamos a hacer hoy es como un juego, estd en esta hoja, van a empe-
zar con 100 puntos, tienen que escoger un camino que los lleve a la meta,
pero tratando de escoger las operaciones que crean que les dan mayor
puntaje.. en cada linea hay operaciones, que nos van a decir si al pasar por
esa linea vamos a multiplicar, dividir, sumar o restar.. ustedes van a sequir
el camino que crean que les va a dar un puntaje mayor. Las condiciones
son que pueden hacer el recorrido que quieran, pero no pueden pasar dos
veces por la misma linea ni por el mismo punto. Ahorita lo van a hacer nada
mds con lo que ustedes piensen, no van a usar la calculadora todavia, ni
van a ir haciendo las operaciones, nada mds van a elegir el camino con las
operaciones que consideren... ya después hacemos los cdlculos.
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Es decir que se solicitd a los estudiantes seguir la secuencia de operaciones
que consideraran que los llevaria a obtener como resultado el mayor ndmero
posible. Posteriormente, se verificaria la validez o no validez de sus previsiones
en cuanto a los resultados que se obtendrian al efectuarlas. Desde nuestro inte-
rés como investigadoras, al realizar la actividad, los estudiantes evidenciarian si
interpretaban estas operaciones conforme al sindrome MADA.

Con base en esta actividad inicial se instrumentd el resto de la situacion y se
registro el proceso de abandono del sindrome durante el desarrollo de esta. La
actividad se trabajo en varias fases; la primera se llevd a cabo de manera individual.

* fase 1. Definicion, mediante trabajo individual, del trayecto que dé mds
puntos. A cada estudiante se le entregd una hoja con el Laberinto. Con-
forme a las consignas, en un primer momento debian elegir un camino y
marcarlo con color, siguiendo las operaciones que consideraran aumen-
tarian de manera mas significativa la puntuacion inicial (100 puntos).
Una vez dadas las instrucciones, la tarea se resolvié individualmente.

Aparicion del sindrome MADA

La mayoria de los trayectos definidos por los estudiantes mostraron razonamien-
tos anclados en la logica de los numeros naturales, es decir que, conforme a
nuestra hipdtesis, se constatd la presencia del sindrome MADA. Efectivamente, en
los comentarios entre companeros o los dirigidos a la profesora, se observa casi
como constante la eleccion de trayectos con “puras sumas y multiplicaciones'.
La resta y la divisién forman parte de los trayectos de manera obligada porque,
dicen los ninos, ambas operaciones causan pérdida (en la figura 2 se pueden
ver algunos de los trayectos definidos en la primera parte de la actividad).

Algunos comentarios recogidos en esta fase de la sesion son interesantes,
por ejemplo, el de dos ninas -Areli y Karen- que, al comentar el trayecto de esta
ultima, dicen, como haciendo un recuento de los calculos:

Areli: Menos este numero, por este (enfatico), por este (enfatico), entre este
(como expresando ‘ini modo!"), por este (enfético), y ya..

El énfasis en la expresion “por éste” parece expresar su idea de que con las
multiplicaciones van a obtener puntajes altos, de ahi que las refieran enfati-
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camente, mientras que la resta y la division, segun el tono utilizado, las usan
‘como mal necesario”:

José Eduardo  ---eememeeeees Valeria mmmmmm=  Karen

....... Hugo -_— = == |tzel

Figura 2. Algunos trayectos determinados en la actividad inicial

Una nueva idea: el numero de operaciones
también afecta la magnitud del resultado

Esta idea, expresada por varios estudiantes, se muestra en el comentario de
Pedro, quien tiene una calculadora y dice a José Eduardo:

Pedro: Yo ocupo mas (operaciones) que tt, yo tengo mds sumas.

José Eduardo: éSi?

Pedro: Tu tienes cinco ‘pors” (se refiere a multiplicaciones) y yo tengo
cinco (multiplicaciones) mds una suma (lo dice entusiasmado, como antici-
pando que por eso tendrd mas puntos).
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José Eduardo (cuenta las operaciones de su trayecto): 1, 2 3,4, 5... (véase figu-
ra 2), iAh! (como anticipando que va a tener menos puntos que su companero).

Poco después,
Pedro (dice a José Eduardo): iCreo que tengo un camino super largo, con “pors”
y ‘mds’! (borra, entusiasmado, el camino anterior e intenta trazar el nuevo).

En el mismo sentido, se escuchan comentarios de otros ninos, por ejemplo
‘iPero tu camino esta bien corto!"

Es decir, que las hipotesis con que los ninos inician la actividad reflejan el
sindrome MADA. Posteriormente, surge una idea mas: el nimero de operaciones
también es relevante para definir la magnitud del resultado: a mayor ndmero
de sumas y multiplicaciones, mayor sera el resultado.

* Fase 2. Puesta en comun de resultados. Después de que los estu-
diantes hubieron definido individualmente su trayecto, se inicio la
presentacion de resultados a todo el grupo para su discusion. Esta
fase se inici6 cuando la profesora preguntéd a los alumnos “¢Alguien
obtuvo un resultado menor que los 100 puntos con que comenzaron
el juego? Esta pregunta dio pie a la presentacion y discusion de tres
trayectos que se comentan en seguida. El primero de ellos es un tra-
yecto donde azarosamente predominan restas y divisiones.

Sorprendentemente, Juan David sefnal6é haber obtenido 97.59 siguiendo las
operaciones mostradas en la figura 3 (siendo este un puntaje menor que el
inicial, aunque resultado de calculos erréneos, como se vera despugs).

En este trayecto se observa una combinacion de restas y divisiones y solo
una multiplicacion. Se preguntd a los ninos por qué consideraban que el resul-
tado de Juan David era menor que los 100 puntos con los que habia iniciado
y se recibieron comentarios sobre la resta y la division:

Michelle: Porque también tenia que restar.
Con ello se hacia referencia a que, en el recorrido seleccionado por Juan

David, habia dos restas y consideraban que la eleccion de esas operaciones
habia provocado la disminucion del puntaje inicial.
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Figura 3. Trayecto y resultado de Juan David

Profesora: Michelle dice que a lo mejor porque utilizé aqui (sefala el trayecto)
una operacion que era de resta. ¢Por qué mds? En todo el recorrido que Juan
David hizo hay dos operaciones de resta (las senala en el trayecto marcado).

La consideraciéon de los efectos de la divisién se hizo visible en comentarios
como los siguientes:

José Eduardo: Hay tres divisiones y solo una multiplicacion.
Profesora: éY qué tiene que ver que haya elegido tres divisiones?
Christian: Con la division se parte (el nimero) en partes iguales.
Janeth: Sii en partes iguales.

Profesora: Cuando divido, équé le pasa al numero?
Christian: Se divide en partes iguales.

Profesora: Al final, entonces, écomo es mi resultado?
Janeth y Christian: (Al final) es (un numero) mds pequerio.
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Profesora: éSiempre que divido me da un numero mds pequeno?
Alumnos: No.
Nadia: No, porque si divido y luego sumo, a lo mejor me puede dar mds.

En estas argumentaciones se muestran las ideas de los alumnos sobre los
efectos de cada operacion: cuando se hacen restas y divisiones, estas haran mas
pequeno el numero de partida, es decir, asocian la resta con quitar elementos de
un conjunto y la division con subdividirlo en partes mas pequenas, obteniendo
en ambos casos como resultado conjuntos con menor ndmero de elementos
que en el conjunto de partida.

El asombro al percatarse de que algunas divisiones agrandan
el numero de partida y dificultades para explicar el hecho

Se verifico con la calculadora que el resultado de Juan David fuera correcto y se
encontro que el resultado que obtuvo (97.59) no correspondia a la secuencia
de operaciones seleccionadas, sino que el correcto era 1097.6485 (figura 4).
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Figura 4.

META 9759 (1097.6485) Resultados de Juan David
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La revision de este resultado dio pie a comentarios interesantes respecto de los
efectos de las operaciones:

Profesora: Todos con su calculadora vamos a verificar que el resultado de su
companero Juan David sea correcto. Empezd con 100 puntos, después équé hizo?

Eduardo: Restd 0.09.

Michelle: Le quedaron 99.91.

Alumnos: [..] Dividimos el 99.91 entre 0.09.

Profesora: éY cudnto salio?

Alumnos: i1 110! (asombrados).

Pedro (a un companero): iSalié mds!

Profesora: ¢Cudnto le dio?

Alumnos: iMil ciento diez! (sorprendidos)

Profesora: (Y luego qué hizo?

Alumnos: Dividié entre 2.01 (y siguen haciendo conjuntamente los calcu-
los restantes, el resultado en esta ocasion es 1097.6..).

Profesora: ¢Si es este el resultado? (sefala el 97.59 en el laberinto).

Alumnos: iNo!

Karla Janeth: iNo, le salié un monton! (sorprendida)

Profesora: ¢Cudnto sali6?

Alumnos: i1 097.6485! (continian asombrados)

Una vez que se observd que el resultado correcto era mayor que los 100
puntos de inicio, la profesora pregunta a los estudiantes: “¢Por qué creen que
se obtuvo un numero mayor que 1000 si se realizaron en su mayoria restas
v divisiones y antes comentaron que, al efectuar esas operaciones, el numero
resultante siempre es menor que el numero inicial? Como respuesta inicial se
obtuvieron comentarios como los siguientes:

Profesora: ¢Por qué el nimero “se agrandd” si se hicieron restas y divisiones?
Luis: ¢Por sumar mal?
Nadia: Por los décimos, centésimos y milésimos que tienen esas opera-
ciones, por eso a lo mejor le salio mds.

Los argumentos mostraban la persistencia de las ideas iniciales, puesto que
se buscaban pruebas alternas para justificar el hecho de que la division podria
agrandar al numero. Entonces, la profesora decide confrontar a los nifios con
los resultados de las operaciones.
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Profesora: ¢Si me puede salir mds de mil si utilizo divisiones y restas?

Alumnos: Si
Profesora: ¢Por qué?

Nadia: Porque ahi le salio mds de mil.
Profesora: Pero, épor qué le salié mds de mil?

Nadia: iPor inteligente!
(Risas)

Hasta este momento, como se ve en el intercambio, los ninos estaban lejos
de tener claridad sobre las razones que modifican los efectos de multiplicar
y dividir con decimales, aunque de alguna manera ya habian intuido que ila

division puede agrandar!

Un trayecto compuesto de sumas y multiplicaciones

Luis Angel, quien obtuvo un puntaje de 450.15, presenta en el pizarrén el
recorrido que siguid en la actividad inicial (figura 5) y verificé que su resultado
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fuera correcto. El recorrido de este estudiante estaba compuesto por sumas y
multiplicaciones. Justificd esta composicién de la siguiente manera:

Luis Angel: Porque tiene mds sumas y multiplicaciones... porque si restaba
me podria dar menos de 100... y si dividia tal vez seria mds pérdida.

En este comentario (referido al laberinto trazado en la primera fase de la
sesion), se reitera la idea de que multiplicar necesariamente agranda los nime-
ros de partida y que, al dividir, necesariamente el resultado (el cociente) sera
menor que el dividendo. Pero la profesora destacd que a pesar de que Luis
Angel habia seleccionado solamente sumas y multiplicaciones, el resultado
obtenido fue menor que el de Juan David que, en su recorrido, incluyd restas 'y
divisiones.

Hugo, quien obtuvo el puntaje 6011.87544 (figura 6), esto es, mucho mayor
que el numero fijado como objetivo, ante a la pregunta de la maestra dijo:
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Figura 6. Resultado de Hugo
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Hugo: Yo fui haciendo las operaciones desde el principio y fue que me salié
ese numero.

Este alumno no siguié las indicaciones dadas para realizar la actividad (lo
cual le gana exclamaciones y acusaciones de haber hecho trampa). En vez de
eso, fue realizando las operaciones y seleccionando asi el trayecto que aumenta-
ba su puntaje. El camino marcado incluia dnicamente multiplicaciones y divisio-
nes —aunque al parecer sin una reflexion acerca de la magnitud de los resultados
producidos por estas operaciones- asi que la profesora pregunto6 al grupo:

Profesora: El utilizé sélo multiplicaciones y divisiones, por qué le habrd dado
un resultado mds grande, incluso mayor que mil?

Y surgieron comentarios en general todavia anclados al sindrome MADA:

Nadia: ¢Por las multiplicaciones?

Profesora: ¢A qué debimos prestar atencion para obtener un nimero mds
grande?

Pedro: En las divisiones

Luis Angel: ..o a las cantidades.

Karen: En las divisiones no, porque yo hice uno con puras divisiones y
no me sale.

Posteriormente la profesora propuso verificar que el resultado fuera correcto,
anotando los resultados después de cada operacion para identificar las que
llevaban a obtener un nimero mayor (figura 7).

Hacia la construccién de una nueva regla

Luis Angel habia explicado que eligié el camino de sumas y multiplicaciones
porque consideraba que estas operaciones “agrandarian el resultado’, mientras
que las divisiones ‘implicarian pérdida”. La profesora retoma la idea para hacer
notar el efecto contrario: en el trayecto elegido por Hugo, al multiplicar 100 por
0.9, el resultado era menor que el inicial, es decir, 90, y al dividir 90 entre 0.09, el
resultado se habia hecho mayor que 1000, contrario a lo que se esperaba que
sucediera por haber efectuado esas operaciones:
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Figura 7. Calculos parciales en el trayecto determinado por Hugo

Profesora: (Después de hacer cada una de las operaciones) Pero hace rato
su companero Hugo dijo que él no escogid divisiones porque el nimero se
iba a hacer mds chiquito, pero miren, aqui tenia 100, multiplicé por 0.9 éy
qué le dio?

Alumnos: 90.

Profesora: éY por qué le dio noventa (si hizo una multiplicacién)?

Nadia: Porque fue por decimal.. si por decimal y no por entero®

Profesora: Y fijense aqui tenia 90 y los dividid entre 0.09 éy qué paso?,
salié 1000, épor qué?

Nadia: Por eso, porque igual era decimal.

Profesora: Entonces, ¢la multiplicacién siempre hace el nimero mds gran-
de y la division mds chiquito?

Alumnos: No/A veces (varios al mismo tiempo).

> Nos parece que, cuando Nadia menciona los decimales en este episodio, se refiere a numeros
menores que uno, ‘que no alcanzan a ser enteros’, idea que reitera en su siguiente intervencion (dos
renglones adelante).
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Janeth: Puede dar lo mismo.

Profesora: A ver, ¢t qué piensas? (sefiala a Edith)

Edith: No, depende de qué numero (es).

Profesora: Veamos, aqui tenia 90 (sefala el laberinto), dividié (entre 0.09)
y le salié 1000, que si es un numero mds grande.., pero aqui tenia 4702.5
(senala otro segmento del laberinto) y al dividir (entre 1.4) le dio un resultado
de 3358.9. éPor qué en ocasiones sale mds y en otras sale menos?

Una estudiante preciso la idea:

Michelle: Es que muiltiplicé por un decimal® (Michelle quiere decir nimero
menor que 1) y no por un entero.. y la division pues igual por eso, porque
igual era decimal (de nuevo quiere decir numero menor que 1).

En el didlogo precedente y en la participacion de Michelle puede verse una
nueva idea, aunque aun en ciernes: si un numero se multiplica por otro que
tenga numeros enteros, el resultado va a ser mayor, y si se multiplica por un
numero menor que la unidad, el resultado serd menor que el numero inicial,
aunque la operacion que se aplique sea la multiplicacion. A la inversa con la
division: dividir por un niimero menor que la unidad darad un cociente mayor
que el dividendo.

Con la incorporacion de estos comentarios, algunos estudiantes comenzaron
a ganar claridad acerca de que la multiplicacion no siempre agranda al nimero
de partida y que la division no siempre lo hace mas pequeno.

La sobregeneralizacion

En el contexto de generacion de la nueva idea hay quien se va al extremo y
hace sobre-generalizaciones, como la siguiente:

Guillermo: (Para hacer un camino que nos dé un resultado mas grande)
podriamos pasar por todas las divisiones.

® En este momento, conforme a las respuestas, nos parece que Michelle, al igual que Nadia, identifica
los numeros decimales con aquellos que son menores que la unidad, pues contrapone el 0.09 (decimal)
al 1.4 (no decimal o entero). Esto ocurre a pesar de que ya se habian trabajado diversos aspectos de
dichos numeros a lo largo de la secuencia.
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A la busqueda de apoyo para la nueva idea

Hasta ese momento, a excepcion de algunos, los estudiantes no lograban com-
prender del todo como es que algunas divisiones hacian que el nimero inicial
se agrandara, como sucedié al dividir 90 entre 0.09 (y se obtuvo 1000), o como
otras tenian como efecto que el numero se hiciera mas pequeno, como cuando
se dividié 47025 entre 1.4 y se obtuvo 3860.84. Con la intencion de aclarar las
ideas, propusieron sequir un recorrido donde se consideraran sélo las divisiones
(figura 8).

Al trazar el recorrido que sugirieron los estudiantes, el cual consistia en
seleccionar la mayor cantidad posible de divisiones (bajo la nueva hipdtesis
de que, al dividir con decimales, el resultado siempre se agrandaria) y poste-
riormente realizar las operaciones y obtener como resultado 722.61, los alum-
nos observaron que no habian obtenido un resultado mayor que el anterior
6011.87544. Este resultado cred confusiones momentaneas respecto a cuando
una multiplicacién o division agrandan o achican un numero, pero también
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Figura 8. Recorrido sugerido por los estudiantes
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causod interés de hacer nuevas busquedas por parte de algunos alumnos que
ahora estan proximos a definir la regla de que dividir por un ndmero menor
que 1 da un resultado mayor que el ndmero inicial y dividir por un ndmero
mayor que 1 da un numero menor.

Profesora: ¢Qué pasa si yo divido un numero, el que sea, entre un nimero
decimal que sea menor que la unidad?

Alumnos: Vamos a comprobarlo.

Profesora: Porejemplo, si divido 8 entre 0.03(anota en el pizarrén), équé pasa?

Alumnos: Se hace mds grande.

Nadia: 300.

Alondra: No, son 266.66.

[]

Profesora: Si yo divido entre un numero que también sea decimal pero
que contenga enteros como 1.3 (8 entre 1.3), dcomo me va a dar la cantidad?

Bryan: No sabemos.

Alumnos: Mds pequena.

Janeth: Son 6 enteros.. (no puede leer la cantidad, asi que pasa a escri-
birla en el pizarron, 6.15384..)

Profesora: Mds pequena, ¢y si multiplico por un nimero que no tenga
enteros?

Alumnos: Va a ser mds pequena.

Profesora: éY si multiplico por un nimero que tenga enteros?

Alumnos: Mds grande.

La formulacién de una regla: la magnitud del resultado
depende del nuamero por el que se multiplique o se divida

Finalmente, muchos de los alumnos llegaron a la conclusion de que, al dividir un
numero entre un decimal menor que 1, el resultado se agranda y que, cuando
se divide entre un numero que contenga enteros, el resultado sera menor que
el dividendo; contrario a lo que ocurre con la multiplicacién donde, al multiplicar
por un decimal menor que 1, el resultado “se achica” y, al multiplicar por un
decimal que contenga enteros, el resultado serd mayor que el nimero de partida.

Como culminacion de la actividad, los estudiantes elaboraron con ayuda de
la profesora la siguiente conclusién: al utilizar decimales, las operaciones no
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tienen una sola tendencia -multiplicacién — aumentar y division — disminuir-,
sino que su efecto depende del nimero por el que se multiplica o entre el que
se divide: si es menor o mayor que 1.

DISCUSION

Al iniciar la actividad en torno al Laberinto de los decimales, nos preguntamos
lo siguiente:

a) Silos estudiantes participantes se acercarian a la multiplicacién y divisién
de decimales con la légica de ‘la multiplicacion siempre agranda y la
divisién siempre achica’.

b) En qué medida el Laberinto de los decimales seria Util para promover la
reflexion sobre dichas ideas y favorecer su abandono.

c) En qué medida la interaccion entre los companeros, con la orientacion
y coordinacion de alguien que sabe mas, favoreceria adicionalmente la
comprension de los efectos de multiplicar y dividir con decimales.

Al iniciar la experiencia, la gran mayoria de los estudiantes consideraba que,
de acuerdo con los modelos mas intuitivos sobre estas operaciones, al efectuar
una multiplicacion sobre cualquier nimero, este se agrandaria y daria por resul-
tado un nimero mayor que el inicial y que, al realizar una division, el efecto seria
necesariamente el contrario, es decir, el resultado de realizar una divisién siempre
serfa un numero menor que el numero inicial. Estas ideas fueron confrontadas a
partir de la interaccion con el Laberinto de los decimales mediante la introduccion
de calculos en los que la division agrandaba al numero de partida mientras que la
multiplicacion lo hacia mas pequeno. Estos resultados, contrarios a los esperados
por los alumnos, generaron confusiones y dudas temporales y provocaron que,
durante el proceso, incluso algunos de ellos hicieran una sobregeneralizacion: en
los decimales, las operaciones siempre tienen el efecto inverso al que tienen al
operar con numeros naturales, es decir, la division con decimales siempre agran-
dara al numero de partida y la multiplicacion siempre lo hara menor.

A través de la definicion de trayectos en el laberinto, la discusion grupal y el
planteamiento de preguntas intencionadas por parte de la profesora, la mayoria
de los estudiantes concluyd que tanto la division como la multiplicacion pue-
den agrandar o reducir un niimero, dependiendo de las caracteristicas de los

106 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2015



Evelyn Valencia y Alicia Avila

numeros con los que se trabaje: si un nimero se multiplica por un decimal que
contenga enteros, el resultado serd mayor y, si el numero por el que se multiplica
es menor que la unidad, el resultado serd menor. En la division, el efecto es el
contrario; si el numero entre el cual se divide es mayor que la unidad, el resultado
(cociente) serd menor que el dividendo y, si el nimero entre el cual se divide es
menor que la unidad, el resultado (cociente) serd mayor que el nimero inicial.
Estas conclusiones, en nuestra opinidn, constituyen un avance importante en la
manera en que los estudiantes conceptualizan los efectos de las operaciones con
decimales, pero llegar a este punto implicd pasar por varios momentos:

1. La persistencia del modelo intuitivo: la multiplicacion agranda, la division
achica.

2. El nimero de operaciones cuenta: el nimero de operaciones también
es relevante para definir la magnitud del resultado, a mayor numero de
sumas y multiplicaciones realizadas, mayor es el resultado.

3. El asombro: al percatarse de que algunas divisiones agrandan el numero
y algunas multiplicaciones lo achican.

4. La sobregeneralizacion: en los decimales, las operaciones siempre tienen
el efecto inverso al que tienen al operar con numeros naturales, la division
siempre agranda, la multiplicacion siempre achica.

5. El efecto depende de los numeros por los que se multiplica o divide: si se
divide por un numero menor que 1, el resultado se agranda, si se multi-
plica por un numero menor que 1, el resultado se achica.

Pero las ideas iniciales, validas en el campo de los naturales, no resultan faci-
les de modificar, es decir, que el sindrome MADA no desaparece de un plumazo.
Al finalizar la sesion de trabajo con el Laberinto de los decimales, poco mas de
la mitad de los participantes en la experiencia logré analizar los nimeros invo-
lucrados en una multiplicacion y en una division en el sentido de determinar
correctamente con cudles se obtendrad un resultado mayor que el nimero inicial.
En otras palabras, estos ninos mostraron que, al menos en ese momento, el
sindrome MADA se desvanecia. Pero en el resto de los estudiantes permanecian
dudas respecto de cuando la multiplicacion agranda y cuando la division achica.

Como quiera que sea, conviene destacar el hecho de que el Laberinto fue
un recurso Util para contribuir a superar el sindrome MADA y que este recurso
tiene bondades importantes porque: a) incluye multiplicaciones y divisiones
que ‘agrandan” y “achican” y, con ello, los estudiantes entran en contacto con
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resultados que ponen en conflicto sus ideas previas; b) descarga de la pesada
tarea de hacer los célculos al permitir el uso de la calculadora; ¢) motiva a rea-
lizar la actividad, no sélo por ser un juego, sino porque hay una confrontacion
permanente entre resultados esperados y resultados obtenidos que provoca un
desafio intelectual. Sin embargo, y siguiendo nuestras preguntas iniciales, es
posible decir que no son suficientes estas bondades para asegurar el logro de los
objetivos planteados; para ello, se hace indispensable la participacion de un o
una docente con suficientes conocimientos matematicos y pedagogicos del con-
tenido (los decimales) y con capacidad de coordinar las actividades y formular
las preguntas pertinentes en el momento oportuno.

REFLEXIONES FINALES

Sin duda, los numeros decimales y sus operaciones son un campo complejo
que resulta un desafio ensenar y aprender de manera significativa y funcional.
Para el caso especifico de las ideas sobre la multiplicacién y la division con
estos numeros, hemos constatado la utilidad de presentar a los estudiantes una
situacién donde se pone en duda la idea de que, al efectuar una multiplicacion,
el resultado de esta siempre es mayor que el numero inicial, y que la division no
siempre da como resultado un numero menor que el dividendo, promoviendo
entre los estudiantes el analisis de los numeros involucrados en las operaciones.

Asimismo, se constatan las bondades de la interaccion entre los alumnos
con la guia adecuada de un profesor que conozca bien la problematica motivo
de la interaccion.

Con situaciones como esta, se podra propiciar en los estudiantes la diferen-
ciacion de los efectos de operar con dichos numeros, rompiendo con la idea
de que los numeros decimales son solamente una extension de los naturales,
motivo por el cual se utilizan segun las mismas reglas. También es relevante
considerar que las situaciones en si mismas no pueden tener la potencia didac-
tica que se logra con una buena gestion de la actividad y la promocion de una
socializacion y confrontacion de las respuestas, teniendo en mente a dénde se
quiere llegar. Es decir, se hace indispensable un buen conocimiento matematico
y didactico por parte del profesor para que situaciones como el Laberinto de los
decimales rindan el fruto que teéricamente se espera de ellas.

Este escrito, ademas de comunicar lo ocurrido en la interaccién con el
Laberinto de los decimales, tambiéen quiere llamar la atencion hacia el hecho,
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ya sefalado por varios investigadores (Brown, 1981; Barriendos, 2013; Graeber,
Tirosh y Glover, 1989; Maza, 1991), de que las ideas erroneas sobre los efectos
de multiplicar y dividir con decimales, cuyo tratamiento didactico hasta hoy se
omite en las escuelas, afecta a la elecciéon de la o las operaciones que permiten
resolver un problema que involucra decimales, cuestion por demds importante
en la formacion matematica de los estudiantes y en la capacidad de utilizar
funcionalmente los conocimientos adquiridos en la escuela.
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Actitudes hacia la estadistica
de estudiantes universitarios de Colombia

Luis Eduardo Pérez Laverde, Ana Sofia Aparicio Pereda,
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Resumen: Se analizan las actitudes hacia la estadistica de los estudiantes
colombianos de una universidad privada de Bogotd, los cuales comienzan en
una disciplina de estadistica. Para medir las actitudes, se consideran tres esca-
las: de Estrada (2002) (aEeg), Cazorla y otros (1999) (AEC) y una escala conjunta
basada en las dos.

La muestra final estuvo compuesta por 545 estudiantes de entre 17 y 25 anos,
64.2% hombres, de nueve programas de las escuelas profesionales de Ciencias
Exactas e Ingenierfa, Ciencias Economicas y de la Escuela Internacional de
Gestién y Marketing profesional. El analisis para la evaluacion de la calidad
de las escalas utilizadas muestra una alta fiabilidad de las escalas en la version
final de 23, 20 y 43 preguntas de la AEg, AEC y |a escala global, respectivamente.

El andlisis de las actitudes especificas muestra que los estudiantes reconocen
la importancia de las estadisticas, tanto en el mundo académico como en la vida
cotidiana; sin embargo, tienen desconfianza en relacion con el uso, la capaci-
dad requerida y el gusto por la disciplina que toman. También, se encontraron
diferencias significativas (p < 0.05) de las actitudes medidas por las tres escalas
segun la escuela y los programas evaluados, pero no en relacién con el género
de los estudiantes. Mediante el uso de estas escalas, se pueden sugerir investi-
gaciones futuras como complemento al enfoque didactico de las acciones por
considerar en la ensenanza de esta disciplina.

Palabras clave: escala de actitudes hacia la estadistica, andlisis de preguntas,
fiabilidad, universitarios colombianos, didactica de la estadistica.
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Attitudes towards statistics of university students from Colombia

Abstract: We analyze the attitudes towards Statistics of Colombian students of a
private university in Bogotd, who begin in a discipline of Statistics. To measure
the attitudes three scales are considered: Estrada (2002) (ase), Cazorla et al
(1999) (asc) and a conjoint scale based in both.

The final sample consisted of 545 students between 17 and 25 years, 64.2%
male, of nine careers of the professional schools of Exact Sciences and Engineering,
Economics and of the International School of Management and Marketing. The
analysis for quality assessment of the scales used, shows high reliability of the final
version of the scales with 23, 20 and 43 questions respectively to the ASE, AsC
and Global scales.

The analysis of the specific attitudes show that students recognize the impor-
tance of statistics both in academia and in everyday life; however, have distrust
in relation to use, ability required and taste for the discipline that they take. Also,
wer found significant differences (p < 0.05) of the attitudes measured by the
three scales by school and careers evaluated, but not in relation to the gender
of the students. Through the use of these scales, future investigations are sug-
gested as complement to the didactic approach of actions to be considered in
the teaching of this discipline.

Keywords: scale, attitudes toward statistics, item analysis, reliability, Colombian
students, teaching of statistics.

1. INTRODUCCION

En la mayoria de los programas universitarios esta incluida la disciplina de
Estadistica como parte de la formacion bésica de los estudiantes. Esto se debe
a la relacion de la estadistica con la investigacion técnica y cientifica de los
futuros profesionales. Sin embargo, la falta de un desempefno adecuado en
esta disciplina es un hecho recurrente (especialmente en las areas de ciencias
humanas). Este hecho genera preocupacion desde una perspectiva de la inves-
tigacion en educacion estadistica y en particular algunos autores, senalados
mas adelante, han apuntado que las actitudes hacia la estadistica pueden ser
importantes para explicar este mal desempeno observado.

La investigacion de las actitudes hacia la estadistica en poblaciones universi-
tarias de diversas especialidades o programas ha venido cobrando fuerza en los
ultimos anos. Podemos citar los estudios de Darias (2000), Blanco (2008), Modéjar,
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Vargas y Bayot (2008), Escalante (2010), Rodriguez (2011), Tejero y Castro (2011),
y Tarazona, Bazan y Aparicio (2013), entre otros. Estas investigaciones buscan
tener mas alcance acerca de lo que los universitarios sienten y su manera de
reaccionar frente a la disciplina de estadistica, proporcionando, a partir de sus
hallazgos, propuestas tanto de instrumentos (escalas o cuestionarios) para medir
las actitudes que sean validos y confiables como de disefos de estrategias diri-
gidas a mejorar el aprendizaje de los estudiantes.

Asi, como se menciona en Blanco (2008, p. 312), existen diferentes inves-
tigaciones que han venido informando sobre las reacciones emocionales, las
actitudes y creencias negativas hacia la estadistica de alumnos universitarios
con escaso interés hacia el area y una formacion cuantitativa previa limitada.
Estos factores pueden bloquear muchas veces el rendimiento y el interés por
la estadistica.

Es sabido que las actitudes negativas pueden predisponer o condicionar
tanto a alumnos como a docentes a aprendizajes inadecuados. Investigaciones
como las de Phillips (1993), Agne, Greenwood y Miller (1994), Bazan (2006) y
Goémez (2000, 2009) aseguran que existen relaciones entre las actitudes, las
creencias del profesor y su rendimiento y también entre las actitudes, creencias y
el desempeno de sus alumnos. Esta preocupacion por el estudio de las actitudes
se refleja en las diversas escalas de actitudes hacia la estadistica que han sido
propuestas para medir adecuadamente dicha variable (véase Carmona, 2004,
pp. 5-28).

Asi, Estrada (2002) propuso y elabord una escala de actitudes hacia la esta-
distica, que se denomina aqui como Actitudes Estadistica de Estrada (Atg), diri-
gida inicialmente para profesores en ejercicio y formacion validada en Espana
y Pert, pero que también ha sido validada para estudiantes universitarios en el
Pert por Aliaga (2009) y Tarazona y otros (2013).

Por otro lado, Cazorla, Silva, Vendramini y Brito (1999) hicieron una adap-
tacion de la escala de actitudes hacia la matematica de Brito (1998) con el
proposito de medir las actitudes hacia la estadistica en estudiantes universitarios
de diferentes especialidades en el Brasil. La escala de Actitudes Estadistica de
Cazorla y otros (1999), denominada aqui como AEc, ha sido ampliamente utili-
zada en estudios sobre la actitud hacia la estadistica en el Brasil en muestras
de universitarios, profesores universitarios y estudiantes de los ultimos anos de
secundaria, como los informados en Bonafé y otros (2010), Evangelista y Ao
(2012), y Oliveira (2011). También en el Pert, en estudiantes universitarios de cien-
cias naturales, matematicas y educacién secundaria por Aliaga (2009) y por
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Tarazona y otros (2013) en universitarios de mediana edad, denominados asi en
el Pert, a los grupos de ingresantes mayores de 40 anos. Otros casos de apli-
cacion de las escalas AEE y AEC en Perti son Aparicio, Bazan y Abdounur (2004),
Aparicio y Bazan (2006, 2008) en profesores en ejercicio.

En general, los estudios acerca de las escalas de actitudes han mostrado
indicadores de la calidad de las escalas como instrumentos psicométricos, es
decir, como medidas para evaluar las actitudes para sus respectivas poblaciones.
Sin embargo, en el caso de Colombia, poco se conoce acerca de la idoneidad de
estas escalas, especialmente para el caso de estudiantes universitarios. No hay
muchos estudios que hayan tratado el tema de actitudes hacia la estadistica en
Colombia. Hasta el momento, hemos identificado solamente el trabajo presen-
tado por Zapata y Rocha (2011) que estudia las relaciones entre formacion y
actitudes hacia la estadistica en profesores de escuela primaria y secundaria en
Colombia, donde se hizo uso de la escala sats de Schau vy otros (1995), pero no
hemos identificado ninguna investigacién que considere las escalas AEE y/0 AEC.

En contraste, existe una cierta tradicion de evaluacion de las actitudes
hacia la matematica. Por ejemplo, Pérez (2008) presenta los resultados de una
investigacion realizada en estudiantes universitarios de Colombia en la que se
adapta una escala de actitud hacia la matematica y se estudia la relacion entre
las puntuaciones obtenidas en la escala de actitudes hacia la disciplina con las
notas al final del semestre académico de cada estudiante. También Pérez, Nino
y P4ez (2010) informan resultados de investigacion desarrollada en dos colegios,
uno urbano y una escuela rural, acerca del desarrollo de aptitudes matematicas
en estudiantes de undécimo grado y su relacion con los ambientes escolares,
teniendo como herramientas una encuesta de caracterizacion poblacional y un
test de rendimiento 6ptimo.

El presente estudio tiene como objetivo estudiar las actitudes hacia la
estadistica de una muestra de universitarios colombianos de una universi-
dad privada de la ciudad de Bogotd en tres de sus escuelas: Internacional de
Administracion y Marketing, Ciencias Exactas e Ingenieria y Economia, consi-
derando las versiones adaptadas de las escalas de actitudes a la estadistica de
Cazorla y otros (1999), de Estrada (2002) y de una version conjunta luego de la
evaluacion de su calidad para medir dicha actitud en la muestra bajo estudio.

El presente articulo esta organizado de la siguiente manera. En el apartado 2
se presenta la metodologia del estudio, en la cual se describen las escalas para
medir las actitudes hacia la estadistica en ¢l consideradas, la poblacion que
va a ser estudiada, asi como los criterios de inclusion y exclusion para elegirla,
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los procedimientos de aplicacién de las escalas y los analisis estadisticos para
evaluar su calidad, y los procedimientos para el analisis de los resultados de las
actitudes encontradas luego de la evaluacion de la calidad de las escalas. En el
apartado 3, se presentan los diferentes resultados de la evaluacion de la calidad
de las escalas para medir las actitudes, los cuales se apoyan fuertemente en
analisis de caracter psicométrico (véase por ejemplo Pasquali, 2003). Asimismo,
se presentan los resultados del analisis de las actitudes hacia la estadistica en
la poblacién efectiva considerada, tanto en forma general como atendiendo a
comparaciones por género, escuela y programa profesional al cual pertenecen
los estudiantes evaluados.

Finalmente, en el apartado 4 se presentan los comentarios finales acerca de
los resultados obtenidos en este estudio y sugerencias acerca de investigaciones
futuras que pueden derivarse de ellos.

2. METODOLOGIA
2.1 ESCALAS PARA MEDIR LAS ACTITUDES HACIA LA ESTADISTICA
Escala de actitudes hacia la estadistica de Estrada (2002): AEE

De acuerdo con Estrada (2002), la Escala AEe fue elaborada a partir de la combi-
nacion de tres escalas: escala sas (Roberts y Bilderback, 1980); escala Ats (Wise,
1985) y escala de Auzmendi (1992), consideradas internacionalmente como las
mas usadas. Como lo sefala la autora, a partir de las escalas citadas se elaboro
un primer listado de preguntas y se realizé una seleccion que contempla dife-
rentes componentes pedagdgicos y antropologicos y, dando un peso equivalen-
te a cada uno, se intentd incluir tanto preguntas redactadas en forma afirmativa
(Ej. ftem 5: “Uso la estadistica para resolver problemas de la vida cotidiana”)
como otras en forma negativa (Ej. item 21: “La estadistica no sirve para nada”).

En la escala AEe las preguntas constan de un enunciado y una escala de
cinco puntos que valoran las respuestas desde “totalmente en desacuerdo” (1
punto) hasta “totalmente de acuerdo’ (5 puntos). Esta compuesta por 25 pregun-
tas, 14 de actitudes positivas (preguntas 2, 4, 5, 7, 8, 10, 12, 13, 16, 17, 18, 20, 22,
24) frente a 11 de actitudes negativas (preguntas 1, 3, 6,9, 11, 14, 15, 19, 21, 23, 25).
Para el analisis de la actitud total de la escala, las preguntas negativas reciben
una calificacién inversa desde ‘totalmente en desacuerdo” (5 puntos) hasta
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“totalmente de acuerdo” (1 punto) para que puntajes altos en la escala reflejen
actitudes positivas hacia la estadistica. De esta manera, la puntuacion total en
actitudes serd la suma de las respuestas de todas las preguntas, y representara
la actitud de cada encuestado respecto a la estadistica.

La AEe presenta una confiabilidad alfa de Cronbach de 0.77 en una muestra
de 140 profesores espanoles de educaciéon basica (Estrada, 2002). Analisis pos-
teriores de la AEE como los de Estrada y otros (2003, 2004), Estrada y Batanero
(2008), Estrada y otros (2010, 2013), Aparicio y otros (2004), Aparicio y Bazan
(2006), Aliaga (2009) y Tarazona y otros (2013) muestran una adecuada confia-
bilidad y validez de la escala.

Escala de actitudes hacia la estadistica de Cazorla y otros (1999): AEC

La escala Aec fue adaptada por Cazorla y otros (1999) y Brito y Vendramini (2001)
a partir de una escala de actitudes en relacién con las matematicas creada
por Aiken (1974) y traducida y adaptada para el portugués por Brito (1998). Es
una escala de tipo Likert compuesta por 20 preguntas, 10 preguntas de actitu-
des positivas (3, 4, 5,9, 11, 14, 15, 18, 19, 20) frente a 10 preguntas de actitudes
negativas (preguntas 1, 2, 6, 7, 8, 10, 12, 13, 16, 17). Originalmente, cada item
presenta cuatro posibilidades de respuestas: totalmente en desacuerdo, en des-
acuerdo, y de acuerdo totalmente de acuerdo, que reciben una puntuacion de 1
a 4, respectivamente, para las preguntas positivas, y los pesos se invierten para
el caso de las preguntas negativas. En el presente estudio se agregé la opcion de
respuesta Indiferente para que resultara equivalente a la escala AEe. Al igual que
en el caso de la AEg, las preguntas negativas fueron recodificadas para obtener
un puntaje total de la actitud hacia la estadistica medida por esta escala.

Esta propuesta fue originalmente probada por Aparicio y otros (2004),
Aparicio y Bazan (2006), Aliaga (2009) y Tarazona y otros (2013), entre otros.

Cazorla y otros (1999) informan una confiabilidad de 0.94, al considerar una
muestra de 1154 de 15 cursos de graduacién de algunas universidades particu-
lares en Brasil. Analisis posteriores de la AEC, como los de Aparicio y otros (2004),
Aparicio y Bazan (2006), Aliaga (2009), Tarazona y otros (2013), muestran una
excelente confiabilidad y validez de la escala.
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Escala de actitudes hacia la estadistica global

Esta escala es una propuesta introducida por Aparicio y otros (2004) en la que
se suman los puntajes de las escalas AEe y AEC. Esta escala también ha sido
analizada por Aliaga (2009) y Tarazona y otros (2013).

2.2 POBLACION Y MUESTRA EFECTIVA

Para el presente estudio, se eligi¢ la Universidad Sergio Arboleda al considerar
que tiene una cierta tradicién de investigacién en temas relacionados con el
estudio de actitudes de sus estudiantes (Pérez y Paez, 2010; Pérez, 2008), asi
como la facilidad que se nos dio para el desarrollo de la presente investigacion.

En el ano 2013, esta universidad contaba con siete escuelas que agrupan
20 programas profesionales como puede verse en el cuadro 1. De estos, 14
programas profesionales pertenecientes a tres escuelas cuentan en sus planes
de estudio con dos cursos de estadistica como parte de su formacion general.
Asi, la poblacién objetivo del estudio fueron los estudiantes de los programas
profesionales de las escuelas profesionales de Economia, Ciencias Exactas e
Ingenieria y la Escuela Internacional de Administracion y Marketing con excep-
ciéon de Matematica. De esta manera, no fueron considerados en este estudio
estudiantes de las Escuelas de Comunicacion Social y Periodismo, Filosofia y
Humanidades, Politica y Relaciones Internacionales y Derecho por no contar en
sus planes de estudio la asignatura de Estadistica.

Los estudiantes del programa de Matematica fueron excluidos porque el
objetivo principal era considerar el estudio de las actitudes hacia la estadistica
de los alumnos que llevaran cursos de estadistica como cursos complementa-
rios en su formacion, el cual no es el caso del programa de Matematica.

La muestra final estuvo formada por nueve programas profesionales, ya
que, por criterios de inclusién y exclusion (explicados mas adelante), se elimi-
naron participantes de algunos programas como Administracion de Negocios,
Administracion Ambiental, Comercio Internacional y Logistica Empresarial.

Adicionalmente, para definir con mas especificidad la poblacion objetivo,
se consideraron algunos criterios de inclusion y exclusion para definir a los
estudiantes que participarian en el estudio de los programas profesionales
previamente definidos.
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Cuadro 1. Escuelas y programas profesionales en la universidad de estudio
y programas considerados en el estudio

Tienen Participa
un curso en el
Escuela Programas de estadistica estudio

Administracion de Empresas Si Si

Administracién de Negocios Si No

Administracion Ambiental Si No

Internacional de Comercio Internacional Si No
Administracion y

Marketing (EiAM) Finanzas y Comercio Exterior Si Si

Contaduria Publica St Si

Logistica Empresarial Si No

Marketing y Negocios Internacionales Si Si

Ingenieria Ambiental Si Si

Ingenieria Industrial Si Si

Ciencias Exactas Ingenieria Electronica Si Si

e Ingenieria Ingenieria de Sistemas S S

y Telecomunicaciones ! !

Matematicas Si No

Comunicacion Comunicacion Social No No

Social

y Periodismo Publicidad Internacional No No

Filosofia Filosofia y Humanidades No No

y Humanidades | |icenciatura Filosofia y Humanidades No No

Politica

y Relaciones Politica y Relaciones Internacionales No No
Internacionales

Economia Economia Si Si

Derecho Derecho No No

Criterios de inclusion:

» FEstudiantes que ingresan a primer semestre académico o que aun no
han tomado la asignatura de estadistica.

118 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2015



Pérez Laverde, Aparicio Pereda, Bazan Guzman y Abdounur

Criterios de exclusion:
* Estudiantes que dejaron sin respuesta mas de cinco preguntas de la
escala completa que incluye AEe y AEC.
» Estudiantes que ya cursaron un curso de estadistica.

Considerando el criterio de inclusion, el cuadro 2 presenta la poblacion
objetivo para cada programa profesional. Adicionalmente, considerando los
criterios de exclusion, presentamos la poblacion efectiva, asi como el porcentaje
de cobertura alcanzado para las diferentes escuelas y programas considerados.

En el cuadro 2 se puede apreciar que se evalud inicialmente una poblacion
total de 700 alumnos, de los cuales 545 estudiantes quedaron como una pobla-
cion efectiva. Esta poblacién se distribuyo finalmente en nueve programas. Los
evaluados no habian cursado aun ninguna disciplina de estadistica de nivel de
educacion superior.

En el cuadro 3, se puede observar que el mayor porcentaje es de sexo
masculino (64.2%). Ademas, se puede ver que la mayoria de evaluados esta
ubicado en la Escuela Internacional de Administracion y Marketing (267) v el
menor numero es de Economia (59). Adicionalmente, presentamos la distribucion
en porcentaje por cada programa en la figura 1, donde se aprecia que el
mayor numero de estudiantes corresponde al programa de Ingenieria Industrial

Cuadro 2. Poblacion efectiva y porcentaje de cobertura del estudio

Poblacién | Poblacion % de
Escuela Programa objetivo efectiva cobertura
Administracion de Empresas 82 70 85.37
Internacional | Contaduria Pablica 73 47 6483
de Adminis-
tracion Finanzas y Comercio Exterior 85 64 75.29
Marketin i i
y Ing Marketlr-]g y Negocios 109 36 2890
Internacionales
Ingenieria Ambiental 34 29 85.29
Ciencias Ingenieria Industrial 121 97 80.17
Exactas — —
e Ingenierfa Ingenieria Electrénica 48 35 7292
Ingenieria dg Sls.temas 72 58 8056
y Telecomunicaciones
Economia Economia 76 59 7763
Total 700 545
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Cuadro 3. Distribucién de la muestra efectiva por programa seguin género

(N = 545)
Escuela Programa Masculino | Femenino Total
N % N % N %
Administracién de 44 8.1 26 48 70 18
Empresas
Internacional Contadurfa Publica | 28 | 51| 19 | 35| 47 86
de Administracion
y Marketing Finanzas y Comercio | 32 | 59 32 | 59 64 117
(N =267) Exterior
Marketing y Negocios | 46 8.4 40 73 86 158
Internacionales
Ingenieria Ambiental 16 29 13 24 29 53
Ingenieria Industrial 64 | 117 33 6.1 97 17.8
Ciencias Exactas
e Ingenieria Ingenieria Electronica | 31 5.7 4 0.7 35 6.4
(N =219) Ingenieria 491 90| 9| 17| 58 | 106
de Sistemas y
Telecomunicaciones
Economia (N = 59) Economia 40 73 19 35 59 10.8
Total 350 | 642 | 195 | 358 | 545 | 1000
Administracién de Empresas :I 1.8
Contaduria Pablica |8.6
Finanzas y Comercio Exterior |11 7
Marketing y Negocios Internacionales |15.8
Ingenieria Ambiental 5.3
Ingenieria Industrial |17.8
Ingenieria Electrénica 6.4
Ingenieria de Sistemas y Telecomunicaciones |10.6
Economia |10.8

Figura 1. Distribucion en porcentaje de los evaluados

por programa profesional
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(17.8%) y el menor numero corresponde al programa de Administracion de
Empresas (1.8 por ciento).

2.3 PROCEDIMIENTO DE APLICACION

Para la aplicacién de las escalas de Cazorla y otros (1999) y Estrada (2002),
se solicito el permiso al departamento de matematicas adscrito a la Escuelade
Ciencias Exactas e Ingenieria que apoyo el estudio para encuestar a los estudian-
tes que cursan primer y segundo semestre académico de las escuelas de Economia,
Ciencias Exactas e Ingenieria y la Escuela Internacional de Administracion y
Marketing, pues en los programas que ofrecen cada una de estas Escuelas, los
estudiantes cuentan con dos cursos de estadistica de nivel superior en tercer
y cuarto semestre respectivamente. Para la ubicacién de los estudiantes vy la
aplicaciéon de la escala, se recurrié a los profesores que imparten calculo dife-
rencial e integral en cada uno de los programas del primer semestre académico
de 2013; para conocer el nimero de encuestas por aplicar en cada salon, se
consultd al coordinador de matematicas, que cuenta con los soportes técnicos
para esta informacion; una vez conocido el numero de estudiantes en cada
curso, se organizaron las encuestas en sobres de manila y se entregd y dialogo
personalmente con cada profesor, a quien se le indicaban las instrucciones que
sequir. La aplicacion se realizd en horarios de estos cursos al inicio de la clase.
Cabe senalar que la aplicacion de la escala se hizo colectivamente, cada profe-
sor aplicd la escala y dirigio la instruccion que previamente se habia acordado,
a saber, que la encuesta tiene reserva estadistica, que su opinion no lo afectaria
académicamente, que deseabamos conocer la opinidén que tenia respecto a la
estadistica, el contacto que tuvo en sus cursos en el colegio o previos al llegar
a la universidad, se repartio la encuesta de manera simultanea y se leyeron las
instrucciones en voz alta, se reiterd responder a toda la encuesta y no analizar
cada item, sino mas bien dar su opinién de cada uno y finalmente se agrade-
Cio la participacion en la investigacion. Para la recoleccion de los datos, cada
profesor entregd en sobre de manila las encuestas aplicadas a la secretaria del
departamento de matematicas.
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2.4 ANALISIS ESTADISTICO
Los analisis estadisticos considerados se pueden agrupar en dos tipos:

* Andlisis para la evaluacion de la calidad de las escalas para medir las
actitudes hacia la estadistica

* Andlisis de los resultados de las actitudes hacia la estadistica en la
poblacion efectiva considerada

a) Andlisis para la evaluacién de la calidad de las escalas para medir
las actitudes hacia la estadistica

Para la evaluacion de la calidad de las escalas para medir las actitudes hacia
la estadistica, se consideraron un conjunto de andlisis que son parte usual del
llamado andlisis psicométrico de una escala (véase, por ejemplo, Nunnally, 1978).
Este comprende:

» Anadlisis de las preguntas de las escalas en su version original
» Andlisis de las preguntas de las escalas en su version corregida
* Andlisis de las escalas en su conjunto

En general, el andlisis de las preguntas de las escalas tiene el propdsito de iden-
tificar las preguntas que menos contribuyen a la medida de actitud que se esta
analizando. Esto lo realizamos en dos etapas, primero considerando la version
original y posteriormente considerando la version corregida en la etapa anterior,
es decir, la version de la escala sin algunas preguntas que fueron eliminadas
como consecuencia del analisis.

En el analisis de preguntas se desea comprobar o conocer si los estudiantes
responden de manera coherente ante la escala de actitud hacia la estadistica,
de tal modo que determinemos si las preguntas expresan el mismo rasgo de
medida para la escala, es decir, verificar si las preguntas discriminan adecua-
damente a los estudiantes entre aquellos que tienen buena actitud y aquellos
que tienen una actitud negativa hacia la estadistica.

Tanto el andlisis de la version original como el de la version corregida (sin
las preguntas que no resultaron adecuadas en el primer analisis) se realizaron
utilizando el enfoque de la Teoria Clasica de los Test (para detalles, véase Pasquali,
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2003, pp. 1-397). Los indices clasicos considerados fueron: media (Me), desviacion
estandar (De), correlacion pregunta-total eliminando la pregunta (rit) y alfa de
Cronbach de la escala sin considerar la pregunta (alpha). Mientras la media y la
desviacion estdndar proporcionan una idea del comportamiento medio de cada
pregunta, asi como de su variabilidad, la correlacion pregunta-total eliminando la
pregunta (correlacion de cada item con el total menos el item) permite comprobar
en qué medida el puntuar alto ante un ftem supone un total alto en el resto de la
escala de actitud. Este coeficiente de correlacion toma un valor en el intervalo [-1,
1] y su valor debe ser estadisticamente significativo y positivo, es decir, preguntas
con coeficiente de correlacion significativo (se adopta un valor mayor que 0.20;
sugerido por Everitt, 2002) indican que miden lo mismo que las demas preguntas.
De manera dual, las preguntas con correlacién no significativa (menor que un
valor de 0.20) con respecto a las demds son candidatas a ser eliminadas de la
escala de actitud, pues no estan midiendo lo mismo que las demas preguntas.

Por otra parte, el objetivo primordial es conocer la confiabilidad de la escala
de actitud (o exactitud del instrumento) como instrumento cientifico de medida,
el cual se encuentra afectado por un error de medida realizada por el test, por
tanto, es de suma importancia estimar el grado de error que afecta la medicion
actitud hacia la estadistica. Es de senalar que existen varias maneras de conocer
este error, a saber: test-retest, test paralelos y consistencia interna. Dichos estu-
dios se conocen como el coeficiente de fiabilidad. En este estudio se procedio
a utilizar el de consistencia interna mediante el alfa de Cronbach. El coeficiente
de fiabilidad es un indicador global de la precision con la que se estd midiendo
la actitud hacia la estadistica. Se consideran adecuados los valores de alfa de
Cronbach cuando superan el valor de 0.8 (Carmines y Zeller, 1979).

Asi, el indice alfa de Cronbach de la escala sin considerar la pregunta es un
fndice que nos dice cuanto aporta una pregunta en la confiabilidad de la escala.
Por ejemplo, si la confiabilidad baja cuando no se considera la pregunta, esto
es un indicador de importancia de la pregunta en la confiabilidad. De manera
contraria, si la confiabilidad de la escala sin la pregunta aumenta, significa
que esta pregunta puede ser eliminada del conjunto de preguntas de la escala
porque se obtendria una mejor confiabilidad.

Una vez que se ha determinado una version corregida de la escala, es
necesario realizar un analisis de las caracteristicas de la escala en su conjunto.
Este analisis comprende registrar la confiabilidad alfa de Cronbach final de
la escala completa, asi como estudiar si el puntaje de la escala en su version
final se distribuye como una curva normal. Este procedimiento es necesario
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para determinar el analisis mas apropiado para los analisis estadisticos de los
resultados de las actitudes encontradas, por ejemplo, para las comparaciones
de medias por sequir.

b) Andlisis de las actitudes hacia la estadistica
en la poblacion efectiva considerada

Se realiza en primer lugar un analisis descriptivo por cada pregunta de la escala
de actitudes y se identifican las actitudes especificas que mejor estan valoradas
y las que son valoradas en menor escala. Adicionalmente, en segundo lugar, se
realiza una comparacion de las actitudes en las escalas segun algunos criterios,
como el género de los estudiantes, mediante el uso de la comparacion de dos
medias usando la prueba T de Student y se comparan las actitudes segun el
programa de estudios y la escuela profesional al que pertenecen los estudiantes
mediante el test Anova de comparaciones multiples de medias.

Todos los indices, asi como las estadisticas descriptivas y las pruebas de
hipotesis, fueron desarrollados en el programa estadistico spss version 20.0. Para
mayores detalles, véase Landero y Gonzalez (2006).

3. RESULTADOS

3.1 RESULTADOS DEL ANALISIS PARA LA EVALUACION DE LA CALIDAD
DE LAS ESCALAS PARA MEDIR LAS ACTITUDES HACIA LA ESTADISTICA

Andlisis de las preguntas de las escalas en su version original

En los cuadros 4 y 5 presentamos los resultados del andlisis de preguntas de
la Escala de Actitudes hacia la Estadistica considerando una escala global
(45 ftems) y de las escalas Aee (25 items) y AEC (20 items) separadamente. Los
indices considerados, descritos en la metodologia, son: media (Me), desviacion
estandar (De), correlacion item-total eliminando el item (rit) y alfa de Cronbach
de la escala sin considerar el item (alpha).

Como esta contemplado por varios autores, entre ellos Kline (1998), las pre-
guntas que presentan una baja correlacion con el resto de las preguntas en la
escala se consideran inadecuadas para medir el constructo de interés. Asi, un
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Cuadro 4. Analisis de preguntas de las escalas AEE y AEC analizadas
globalmente (45 preguntas)

ftem | Me De rit | Alpha | item | Me De rit | Alpha

1 332 099 0.18 092 26 349 0.95 054 092
2 3.79 1.02 0.28 092 27 3.60 0.99 0.55 092
3 256 114 | -0.17 093 28 334 091 0.65 092
4 347 099 033 092 29 310 0.86 0.54 092
5 3.24 1.03 0.26 092 30 3.07 0.84 045 092
6 391 114 043 092 31 3.69 1.00 0.56 092
7 322 091 | 048 092 32 353 0.96 046 092
8 323 0.96 051 092 33 359 0.98 054 092
9 354 101 0.28 092 34 345 0.87 0.54 092

10 342 0.88 047 092 35 3.68 1.00 0.60 092

11 3.62 1.02 042 092 36 310 081 0.50 092

12 335 094 052 092 37 359 0.99 058 092

13 354 097 049 092 38 356 0.95 0.55 092

14 274 1.08 0.20 092 39 321 0.87 057 092

15 358 091 045 092 40 3.04 0.84 053 092

16 325 094 046 092 41 345 0.98 045 092

17 3.26 101 043 092 42 370 1.02 057 092

18 372 1.04 0.29 092 43 2.89 0.78 032 092

19 395 1.06 042 092 44 318 0.80 0.58 092

20 3.04 090 043 092 45 3.26 0.87 056 092

21 423 1.02 0.54 092

22 279 0.88 0.24 092

23 3.68 1.09 061 092

24 3.76 093 042 092

25 3.62 097 048 092

Alfa de Cronbach: 0.92
Me = media, De = desviacion estandar, rit = correlacion item-total eliminando el item,
alpha = alfa de Cronbach de la escala sin considerar el item.
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Cuadro 5. Andlisis de preguntas de las escalas AEe y AEC por separado

AEE AEC
ftem | Me De rit | Alpha | ftem | Me De rit | Alpha

1 332 0.99 0.19 0.83 26 349 0.95 054 0.90
2 379 1.02 032 0.82 27 360 0.99 056 0.90
3 256 114 | -0.22 0.85 28 334 091 061 0.90
4 347 0.99 035 0.82 29 310 0.86 057 0.90
5 324 1.03 0.27 0.82 30 307 0.84 0.46 0.90
6 391 1.134 043 0.82 31 369 1.00 056 0.90
7 322 091 046 0.82 32 353 0.96 0.50 0.90
8 323 0.96 0.46 0.82 33 359 098 057 0.90
9 354 101 0.29 082 34 345 0.87 053 0.90

10 342 0.88 0.49 0.82 35 368 1.00 061 0.90

11 362 1.02 041 0.82 36 310 0.81 051 0.90

12 335 0.94 051 081 37 359 0.99 0.60 0.90

13 354 097 052 0.81 38 356 095 0.54 0.90

14 2.74 1.08 0.16 083 39 321 087 058 0.90

15 358 091 042 0.82 40 3.04 0.84 0.50 0.90

16 325 094 047 082 41 345 098 051 0.90

17 3.26 1.01 039 0.82 42 370 1.02 0.60 0.90

18 372 1.04 0.32 0.82 43 2.89 0.78 033 091

19 395 1.06 045 0.82 44 318 0.80 059 0.90

20 3.04 0.90 0.38 0.82 45 3.26 0.87 058 0.90

21 423 1.02 0.54 081

22 279 0.88 0.22 0.83

23 368 1.09 057 081

24 376 093 040 0.82

25 362 362 046 0.82

Alfa de Cronbach:0.91

Me = media, De = desviacion estandar, rit = correlacion item-total eliminando el item,
alpha = alfa de Cronbach de la escala sin considerar el item. AEt: Escala de Actitudes hacia la Estadistica
de Estrada (2002), Aec: Escala de Actitudes hacia la Estadistica de Cazorla y otros (2009).
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valor de correlacién inferior a 0.20 se considera inaceptable. Adicionalmente, si
la eliminacion de un item tiene como consecuencia que el alfa de Cronbach
de la escala se mantenga o incremente, esto puede significar que el item puede
excluirse del grupo de preguntas.

Los resultados del cuadro 4 muestran que, al considerar las preguntas como
componentes en una escala global, identificamos dos preguntas (preguntas 1
y 3 de la AEE) que presentan una correlacion pregunta-total menor que 0.20,
por lo que no satisfacen los criterios para ser consideradas en la escala y, en
consecuencia, pueden ser eliminadas para la construccion de una escala global.
En este caso nos quedariamos con una version de la escala de 43 preguntas.

De acuerdo con los resultados mostrados en el cuadro 5, nuevamente encon-
tramos que las preguntas 1y 3 dentro de la AEe son las preguntas con compor-
tamiento inadecuado debido a su baja correlacion con las demds preguntas vy,
por tanto, susceptibles de no ser consideradas en una version recortada de la
AEE. Para la AEC no encontramos ninguna pregunta item que se deba eliminar
dentro de la escala.

Notamos también que la AEC presenta mejor alfa de Cronbach que 1a Aeg, lo
que indica que es una escala mas confiable, aunque ambas escalas satisfacen
el hecho de ser mayores que 0.8, que fue sugerido por Carmines y Zeller (1979)
como criterio para que una escala sea considerada adecuada.

Los resultados encontrados indican que la AEC es una escala confiable con
todas sus preguntas que son totalmente aceptadas para el caso de la poblacion
estudiada, pero que la escala Aee puede ser recortada eliminando dos preguntas
y por consiguiente, una version conjunta de ambas escalas también puede ser
propuesta sin considerar esas dos preguntas.

Andlisis de las preguntas de las escalas en su version corregida

En vista de los resultados encontrados en esta seccion, evaluamos la escala
conjunta sin considerar las preguntas 1y 3 y evaluamos una version recortada
de la escala AEE.

En los cuadros 6 y 7 presentamos los resultados del analisis de preguntas
con las preguntas eliminadas en el punto 2.1. Los resultados muestran que, con
la eliminacion de las preguntas 1y 3, hay un aumento en la confiabilidad de
0.92 para 093 en la escala global y de 0.83 a 0.85 en la Escala de Estrada
(2002).
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Cuadro 6. Analisis de preguntas de las escalas AEe y AEC analizadas
globalmente version final (43 preguntas)

ftem | Me De rit | Alpha | ftem | Me De rit | Alpha
379 1.02 0.30 093 26 349 0.95 054 093
347 0.99 034 093 27 360 0.99 0.55 093
324 1.03 0.27 093 28 334 091 0.65 093
391 1.14 043 093 29 310 0.86 054 093
322 091 048 093 30 307 0.84 0.45 093
323 0.96 0.50 093 31 3.69 1.00 056 093
354 101 027 093 32 353 0.96 046 093
10 342 0.88 048 093 33 359 098 054 093
11 362 1.02 041 093 34 345 087 055 093
12 335 0.94 052 093 35 368 1.00 059 093
13 354 0.97 0.49 093 36 310 0.81 0.49 093
14 274 1.08 0.20 093 37 359 0.99 058 093
15 358 091 045 093 38 356 0.95 055 093
16 325 0.94 047 093 39 321 0.87 057 093
17 326 1.01 043 093 40 304 0.84 053 093
18 372 1.04 0.29 093 41 345 | 098 0.45 093
19 395 1.06 042 093 42 370 1.02 057 093
20 3.04 0.90 043 093 43 2.89 0.78 032 093
21 423 1.02 054 093 44 318 0.80 058 093
22 279 0.88 023 093 45 3.26 087 0.56 093
23 368 1.09 061 093
24 376 093 042 093
25 362 097 048 093
Alfa Escala Global: 0.93

O |0 ([~ | |u | &~ | DN

Me = media, De = desviacién estandar, rit = correlacion item-total eliminando el item
alpha = alfa de Cronbach de la escala sin considerar el item.
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Cuadro 7. Andlisis de preguntas de las escalas At versién final (23 preguntas)

AEE
ftem Me De rit Alpha
2 379 1.02 0.36 0.84
4 347 0.99 038 0.84
5 324 1.03 0.28 0.85
6 391 114 043 0.84
7 322 091 047 0.84
8 323 0.96 0.45 0.84
9 354 1.01 0.28 0.85
10 342 0.88 050 0.84
11 362 1.02 0.39 0,84
12 335 0.94 052 0,84
13 354 097 052 0,84
14 274 1.08 0.16 0,84
15 358 091 042 0,84
16 325 0.94 048 0,84
17 326 1.01 038 0,84
18 372 1.04 032 0.85
19 395 1.06 045 0,84
20 3.04 0.90 038 0,84
21 423 1.02 0.55 0,84
22 279 0.88 021 0.85
23 3.68 1.09 056 0,84
24 376 093 041 0,84
25 362 097 0.46 0,84

Alfa de Aee: 0.85

Me = media, De = desviacion estandar, rit = correlacion item-total eliminando el item
alpha = alfa de Cronbach de la escala sin considerar el item.
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El andlisis de preguntas, considerando los criterios ya descritos, muestra
que todas las preguntas son aceptables para formar parte de las escalas de
actitudes.

Andlisis de las escalas en su conjunto

Teniendo en cuenta los resultados ya mostrados, en el cuadro 8 presentamos
algunas estadisticas para la evaluacion de la normalidad en el puntaje de las
escalas AEg, AEC y conjunta en sus versiones definitivas con 23, 20 y 43 pregun-
tas, respectivamente. También se presentan las medias, desviacion estandar y
los puntajes minimos y maximos obtenidos en la actitud hacia la estadistica en
cada escala considerada.

De acuerdo con el cuadro 8, encontramos que, en la prueba de normalidad
ninguno de los niveles de significancia es menor que 0.05, entonces aceptamos
la hipotesis de que los puntajes de las escalas son normales. Es decir, la distri-
bucion de puntajes de la actitud hacia la estadistica se distribuye normalmente.
La distribucion de normalidad para el caso de la escala global se puede apreciar
mejor en la figura 2. Asimismo, observamos que los indices de confiabilidad son
mayores que 0.84, lo que confirma que las escalas son confiables para medir
las actitudes.

Cuadro 8. Evaluacion de la normalidad en el puntaje de actitudes
en las escalas finales (N = 545)

Prueba de normalidad
Estadistica | Significancia | Alfa de
Escala (KS) (KS) Cronbach | Media | De | Min. | Max.
Estrada (2002)-Aee 1.14 0.15 0.85 8583 | 1093 | 35 114
Cazorla y otros 1.64 0.09 091 6754 | 1099 | 24 97
(1999)-AEC
Global 0.90 0.39 093 15337 | 20.56 59 210

KS: Kolgomorov Smirnov Test
Significancia * < 0.05.
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Figura 2. Distribucion de puntajes en la Escala de Actitudes Global Final

3.2 RESULTADOS DEL ANALISIS DE LAS ACTITUDES HACIA LA ESTADISTICA
EN LA POBLACION EFECTIVA CONSIDERADA

Andlisis descriptivo de las actitudes especificas

Desarrollamos un andlisis descriptivo de las respuestas dadas por los evalua-
dos a las diferentes preguntas de la escala global. En el cuadro 9 se presentan
los resultados referentes a cada una de las 43 preguntas de la escala global
corregida. Informamos el nimero de estudiantes en cada una de las categorias
(1 = muy en desacuerdo, 2 = en desacuerdo, 3 = indiferente, 4 = de acuerdo,
5 = muy de acuerdo), asi como la media y la desviacion estandar para el total
de la muestra. Cada pregunta en este caso representa una actitud especifica.
Siguiendo el estudio hecho en Estrada y otros (2010), se ha optado, para
fines de analisis, por presentar en el cuadro 9 todas las preguntas en un sentido
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positivo, incluido el caso de las preguntas que fueron presentadas en la escala
en sentido negativo (preguntas 6, 9, 11, 14, 15, 19, 21, 23, 25, 26, 27, 31, 32, 33,
35, 37, 38, 41 y 42). Asi, podemos interpretar que una mayor media alcanzada
corresponde a una actitud mas positiva o de mayor concordancia con la afir-
macion de la pregunta y viceversa.

De acuerdo con el cuadro 9, podemos observar que entre las actitudes espe-
cificas mejor valoradas esta la pregunta 21 (La estadistica si sirve) con media de
concordancia de 4.23 (originalmente preguntada como ‘la estadistica no sirve
para nada" que obtuvo una discordancia de 0.77). Esto indica que los estudian-
tes colombianos reconocen la utilidad de la estadistica. A continuacion, esta la
pregunta 19 (La estadistica no sélo sirve para la gente del area de ciencias) con
media de concordancia de 3.95 (originalmente preguntada como ‘la estadistica
solo sirve para la gente del area de ciencias’, que obtuvo una discordancia de
1.05) lo que indica que los estudiantes tienen conciencia de que la estadistica
puede ser usada en diferentes areas del conocimiento o profesiones. Notemos
también que la pregunta 6 (En la escuela deberian ensefar estadistica) presen-
ta una media de concordancia de 3.91 (originalmente preguntada como ‘En la
escuela no deberian ensenar estadistica’, que obtuvo una discordancia de 1.09).
Esto nos indica el reconocimiento de la importancia de tener una mejor prepa-
racion en estadistica desde la escuela y no solo en la universidad.

Por otro lado, las actitudes especificas menos valoradas por los estudiantes
colombianos fueron: pregunta 14 (Utilizo mucho la estadistica fuera de mi centro
de estudio) con media de concordancia de 2.74, sequido de la pregunta 22 (A
menudo explico a mis companeros problemas de estadistica que no han enten-
dido) con media de concordancia de 2.79, y de la pregunta 43 (Yo quedo mas
feliz en la clase de estadistica que en la clase de cualquier otra materia) con media
de concordancia de 2.89. En estos casos la media corresponde a una valoracion
intermedia, ligeramente positiva que puede ser interpretada como una actitud
especifica Indiferente, ni positiva ni negativa. Este grupo de preguntas se refie-
ren al uso, habilidad y gusto por la clase de estadistica. Puesto que los estu-
diantes fueron evaluados en las primeras semanas de clase, estas respuestas
expresarian cierta desconfianza en términos de uso, habilidad y gusto hacia la
disciplina de estadistica que estan comenzando a llevar durante el semestre. La
desconfianza puede estar explicada por una inadecuada percepciéon acerca de
los conocimientos que recibirdn durante la disciplina, ya sea por falta de prepa-
racién previa o por las percepciones que se forman en disciplinas relacionadas,
como es el caso de la matematica.
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Segun estos resultados, podemos decir que, pese a que la estadistica en
general es valorada positivamente por los estudiantes colombianos, por otro
lado, es percibida con desconfianza como una disciplina dificil, no ttil y no agra-
dable. Creemos que este primer diagndéstico puede ser un indicador importante
para iniciar programas de acompanamiento educativo encaminados a mejorar
estos sentimientos de desconfianza para evitar que puedan transformarse en
rechazo e inseguridad hacia la disciplina de estadistica y consecuentemente
determinen resultados de desempeno inadecuados hacia ella. Programas que
refuercen actitudes mas positivas y que planteen estrategias que mejoren y
motiven los conocimientos en esta disciplina son necesarios, como por ejemplo
los desarrollados por Pérez (2008) y por Pérez y Paez (2010) para el caso de la
disciplina de matematica.

Actitudes hacia la estadistica de acuerdo con el género de los evaluados

Se realiza un analisis comparativo de las actitudes hacia la estadistica conside-
rando el género de los estudiantes. Se hace uso de la prueba T de Student Los
resultados se muestran en el cuadro 10.

De acuerdo con el cuadro 10, los promedios de las actitudes no presentan
diferencias significativas ni en la escala considerada globalmente ni en las
escalas consideradas por separado (AEe y AEC) al considerar el género de los
evaluados. Esto se ve contemplado en los niveles de significancia mayor que 5%
de la ultima columna. Una mejor vision de la distribucion de actitudes para cada

Cuadro 10. Comparacién de promedios en las actitudes usando T de Student
al considerar el género de los evaluados (N = 545)

Escala actitudes Género N | Media | De T Significancia

Masculino | 350 | 8538 | 11.06 | —130 0.20

Estrada final-Aee
Femenino 195 86.64 10.66

Masculino 350 | 66.89 1048 | —1.83 0.07
Cazorla-Aec

Femenino 195 68.69 11.82

Masculino 350 | 15227 | 2006 | —1.67 0.09
Global final

Femenino 195 | 15533 21.34
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| 155.3
Escala global corregida
| 1523
Actitudes hacia la estadistica de Cazorla 68.7
y otros 66.9
Actitudes hacia la estadistica de Estrada | 86.6
y otros 854
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Figura 3. Distribucion de las actitudes de acuerdo con el género
de los evaluados

escala segun el género de los estudiantes en la que se muestra la ausencia de
diferencias en las actitudes puede apreciarse en la figura 3.

Actitudes hacia la estadistica de acuerdo con la escuela profesional
de los evaluados

Se realiza un analisis comparativo de las actitudes hacia la estadistica conside-
rando la escuela profesional a la que pertenecen los estudiantes. Se utiliza el
test Anova de comparaciones multiples de medias. Los resultados se muestran
en el cuadro 11.

De acuerdo con el cuadro 11 podemos observar que hay diferencias sig-
nificativas entre los promedios de la actitud segun la escuela profesional a
la que pertenecen los estudiantes evaluados, donde los mas altos son los de
las escuelas de Economia y de Ciencias Exactas e Ingenieria y los mas bajos,
los de la Escuela Internacional de Administracion y Marketing (eiAm). Es decir,
los evaluados que integran las escuelas de Economia y de Ciencias Exactas e
Ingenieria presentan mejores actitudes frente a la estadistica que los que inte-
gran la Escuela Internacional de Administracion y Marketing. Estas diferencias
en las actitudes son estadisticamente significativas. Una mejor vision de la dis-
tribucion de actitudes segun la escuela puede apreciarse en la figura 4.
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Cuadro 11. Comparacién de promedios en las actitudes utilizando Anova al
considerar la escuela profesional a la que pertenecen los evaluados (N = 545)

Escala
actitudes Escuela profesional N | Media| De F | Significancia
EIAM 267 | 8448 | 1113 | 432 0.014*
Estrada
corregida | Ciencias Exactas e Ingenieria | 219 | 86.88 | 10.64
A 1 Economia 59 | 8803 | 1039
EIAM 267 | 6591 | 11.09 | 5.86 0.003*
Cazorla-Aec | Ciencias Exactas e Ingenieria | 219 | 69.02 | 10.96
Economia 59 | 6941 | 970
EIAM 267 | 15039 | 21.03 | 5.72 0.003**
Globgl Ciencias Exactas e Ingenierfa | 219 | 15590 | 2031
corregida
Economia 59 | 15744 | 1746

*p <005 *p <001
EIAM: Escuela Internacional de Administracién y Marketing.

200
150.4 155.9 157.4

150
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Figura 4. Distribucion de las actitudes segun la escuela de los evaluados

Actitudes hacia la estadistica de acuerdo con el programa profesional
de los evaluados

Se realiza un andlisis comparativo de las actitudes hacia la estadistica conside-
rando el programa profesional al que pertenecen los estudiantes. Se utiliza el
test Anova de comparaciones multiples de medias. Los resultados se muestran
en el cuadro 12.
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Cuadro 12. Comparacién de promedios en las actitudes
segun las tres escalas usando Anova, al considerar el programa profesional
de los evaluados (N = 545)

aggtctiliaes Programa profesional N | Media | DS F | Significancia
Administracion de Empresas 70 84.87 | 1054
Contaduria Publica 47 8440 | 1279 | 210 0.035*
Finanzas y Comercio Exterior 64 8581 | 10.14
Marketing y Negocios 86 8320 | 1140
Internacionales
Estrada | |hgenieria Ambiental 29 | 8948 | 1082
corregida
AFE Ingenieria Industrial 97 8780 | 1043
Ingenieria Electrénica 35 83.69 842
Ingenieria de Sistemas 58 8597 | 1176
y Telecomunicaciones
Economia 59 88.03 | 1039
Administracion de Empresas 70 6540 | 1074
Contaduria Publica 47 | 67 .15 | 1155 | 467 0.000**
Finanzas y Comercio Exterior 64 6800 | 1033
Marketing y Negocios 86 64.09 | 1152
Internacionales
Ingenieria Ambiental 29 7328 9.65
Cazorla-AEC | Ingenieria Industrial 97 7059 | 10.72
Ingenieria Electrénica 35 6263 9.00
Ingenieria de Sistemas 58 6812 | 1152
y Telecomunicaciones
Economia 59 6941 9.70
Administracion de Empresas 70 | 15027 | 20.09
Contaduria Publica 47 | 15155 | 2307 | 362 0.000**
Finanzas y Comercio Exterior 64 | 15381 | 19.12
Marketing y Negocios 86 | 14729 | 2187
Internacionales
Global Ingenieria Ambiental 29 | 16276 | 1884
corregida | Ingenierfa Industrial 97 | 15839 | 20.16
Ingenieria Electronica 35 | 14631 | 16.06
Ingenieria de Sistemas y 58 | 154.09 | 21.69
Telecomunicaciones
Economia 59 | 15744 | 1746

* p << 005 p < 001
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Economia | 157.4

Ingenieria de Sistemas
y Telecomunicaciones

Ingenieria Electrénica 146.3

Ingenieria Industrial | 158.4

| 154.1

Ingenieria Ambiental | 162.8

Marketing y Negocios Internacionales 147.3

Finanzas y Comercio Exterior | 153.8

Contaduria Publica | 151.6

Administracién de Empresas | 150.3

T T T T T 1
135 140 145 150 155 160 165

Figura 5. Distribucion de las actitudes hacia la estadistica de acuerdo
con el programa profesional en la escala Global

De acuerdo con el cuadro 12, encontramos diferencias significativas en las
medias de la actitud hacia la estadistica seguin el programa seguido por los
evaluados, l1as cuales son mas altas y positivas para el programa de Ingenieria
Ambiental y mas bajas para el programa de Marketing y Negocios Internacionales.
Una mejor apreciacion de esta distribucion se aprecia en la figura 5 para el caso
de la escala global.

4. COMENTARIOS FINALES

Esta investigacion se enfocd en realizar una evaluacion sobre las actitudes
hacia la estadistica de ingresantes universitarios en Colombia al iniciar el primer
semestre académico, donde aun no han cursado esta asignatura.

Nuestro estudio utilizd una escala global para medir las actitudes compuesta
por dos escalas de actitudes hacia la estadistica usadas en la literatura, pero no
en el caso de Colombia: la escala de Estrada (2002, AE) y la escala de Cazorla'y
otros (1999, Aec). Para ello, se evalud en primer lugar la calidad de estas escalas
para medir las actitudes hacia la estadistica en los estudiantes universitarios
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colombianos. Se incluyé un analisis de preguntas, asi como un analisis de la con-
fiabilidad. En general, los resultados sobre las escalas de actitudes a la estadis-
tica en nuestra muestra presentan propiedades psicométricas adecuadas, tanto
cuando se analiza la Escala de actitudes global como las escalas Aee (Estrada
2012) y Aec (Cazorla y otros 1999), las cuales cuentan respectivamente con
una version final de 43, 23 y 20 preguntas, resultante del analisis de preguntas
donde se eliminaron dos items (item 1 e item 3) con una baja correlacion. Las
escalas presentan alta confiabilidad final de 0.95, 0.88 y 0.94, respectivamente.
Estos resultados son semejantes a los hallados en Tarazona y otros (2013),
Aliaga (2009), Estrada y otros (2013) y en los hallados en Aparicio y Bazan
(2006), lo que confirma la utilidad de estas escalas para medir las actitudes
hacia la estadistica en el caso de los estudiantes universitarios de Colombia.

Las escalas de actitudes presentadas en este estudio pueden permitir un
diagndstico inicial para el establecimiento de estrategias encaminadas a mejo-
rar actitudes negativas detectadas y mejorar la predisposicion de los alumnos
cuando cursan una disciplina de estadistica. Las escalas confiables permiten
evaluar las actitudes con las que los alumnos inician la disciplina y, a partir
de dichos resultados, es posible detectar qué actitudes especificas se perciben
como inadecuadas hacia una disciplina de estadistica y que, consecuentemente,
pueden dificultar el aprendizaje. A partir de esta primera evaluacion, es posible
proponer estrategias encaminadas a mejorar tales actitudes y por ende aumentar
la posibilidad de mejorar el aprendizaje y los resultados de las evaluaciones tal
y como diversos estudios (Aparicio, Bazan e Abdounur, 2004) han probado para
el caso del aprendizaje de la matematica.

En relacion con los resultados de las actitudes de los estudiantes colombianos
identificados en este estudio, estos nos permiten concluir que los estudiantes ini-
cian el curso con una serie de actitudes positivas especificas sobre la estadistica,
pero otras actitudes especificas que requieren ser investigadas mas a fondo. Asi,
los evaluados perciben la importancia de la estadistica tanto en la formacion aca-
démica como en la vida cotidiana, pero presentan desconfianza en relacién con su
habilidad, gusto y utilidad de la disciplina de estadistica, lo cual se puede traducir
en temores y rechazos futuros que pueden dificultar un adecuado rendimiento.

Considerando los puntajes de las medidas de las actitudes en las tres esca-
las, no se identificaron diferencias significativas en las actitudes al considerar el
genero de los estudiantes. Estos resultados también son informados en Tarazona
y otros (2013). Por otro lado, se identificaron diferencias significativas (p > 0.05)
en la actitud hacia la estadistica entre los estudiantes seguin la escuela profe-
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sional. De acuerdo con estas diferencias significativas, se constato que los estu-
diantes de las escuelas de Economia, Ciencias Exactas e Ingenieria presentan
la mejor actitud hacia la estadistica en las diferentes escalas, lo que se traduce
en una actitud mas alta o mas positiva, mientras que en los estudiantes de la
Escuela Internacional de Administracion y Marketing (eAM) identificamos las
actitudes hacia la estadistica mas bajas o mas negativas. Estos resultados son
coherentes con la especializacién y uso futuro de la estadistica en estas escue-
las profesionales. Asi, estudiantes de Economia, Ciencias exactas e Ingenieria
llevan no solamente una asignatura de estadistica, sino que, ademas, tienen en
su curriculo varias asignaturas asociadas al enfoque de analisis de datos cuan-
titativos. El caso es diferente para los estudiantes de Administracion y Marketing,
que tienen menos asignaturas asociadas a este enfoque.

Asimismo, se identificaron también diferencias significativas (p > 0.05) en
la actitud de los estudiantes de acuerdo con el programa profesional en el que
estudian. En general, identificamos que la actitud hacia la estadistica es mas
positiva en los estudiantes del programa de Ingenieria Ambiental, Ingenieria
Industrial y Economia, ya que, por la naturaleza de estas carreras, usaran la
estadistica de manera mas constante. Por otro lado, los programas de Ingenieria
de Sistemas y Telecomunicaciones, Finanzas, Administracion de Empresas y
Contadurfa mostraron una actitud hacia la estadistica con tendencia media-
namente positiva. Las actitudes mas bajas se identificaron en los programas
de Ingenieria Electronica y de Marketing y Negocios Internacionales que, en
contraste, tendran un menor uso de la estadistica.

El estudio de las actitudes hacia la estadistica es un insumo de un alto valor
en el interior de la universidad evaluada, en particular por la desercion académi-
ca que se presenta en los cursos de estadistica. En varios estudios sobre la ense-
nanza y aprendizaje de la estadistica, se destaca el papel que desempena el
profesor, pero por desgracia, no se ha considerado uno de los factores que tienen
que ver con la desercién académica; se considera que depende primordialmente
del estudiante y que puede estar relacionada con aspectos afectivos como resul-
tado de experiencias anteriores, creencias o inadecuados aprendizajes que se
traducen en predisposiciones negativas hacia la disciplina. Asi, creemos que los
resultados obtenidos deben ser valorados por los docentes de esta especialidad
para disenar un contenido didactico que responda a las expectativas favorables
frente al curso de estadistica y crear nuevas formas de abordar los temores
hacia la disciplina. Estos resultados resultan inéditos para el caso colombiano y
pueden analizarse en el futuro con investigaciones mas detalladas.
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Es de anotar que este estudio no constituye un aporte aislado para la univer-
sidad evaluada, ya que desde el ano 2009 el Departamento de Matematicas
de esta institucion viene aplicando a los estudiantes que ingresan al primer
semestre de las escuelas en mencion en este estudio dos instrumentos, uno de
actitud hacia las matematicas, adaptado de la escala de actitudes propuesta en
Aparicio y Bazan (1997) y un test de rendimiento éptimo. A partir de los resul-
tados obtenidos por los estudiantes en estos instrumentos se elaboran talleres
y programas encaminados a cambiar las actitudes negativas y a reforzar los
conocimientos mas débiles. Esta metodologia (véase Pérez y Paez, 2010) se ha
venido desarrollando sistematicamente cada semestre y ha permitido intervenir
de manera positiva en el rendimiento y desempeno académico de los estudian-
tes; de tal manera, esperamos replicar la experiencia en los cursos de estadistica,
a partir de los resultados obtenidos en el presente estudio.

Por ultimo, creemos que la presente investigacion nos acerca a conocer las
actitudes hacia la estadistica en futuros profesionales del area de ciencias, lo
que en el futuro puede guiarnos en el planteamiento de acciones didacticas por
considerar en la ensefanza de esta disciplina. Por otro lado, también nos per-
mite tener una escala global de actitudes hacia la estadistica con propiedades
psicométricas optimas que puede ser utilizadas para otras poblaciones de uni-
versitarios y en estudios que consideren mas variables de estudio que permitan
mayores comparaciones con los resultados registrados en esta investigacion.
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Tendencias didacticas de los docentes
de matematicas y sus concepciones sobre
el papel de los medios educativos en el aula

José Francisco Leguizamén Romero, Olga Yanneth Patino Porras
y Publio Suarez Sotomonte

Resumen: El articulo hace referencia a un estudio, en el que se identificaron
las tendencias didacticas de algunos profesores y sus concepciones acerca del
papel de los medios educativos' en los procesos de ensenanza y aprendizaje
de las matematicas. La clasificacion de las tendencias se asumié a partir de la
planteada por Porlan (1995). La investigacion se desarrollé bajo un paradigma
cualitativo, con diseno de estudio de caso, en el que participaron docentes de
instituciones educativas tanto publicas como privadas. Para la recoleccion de datos,
se tuvo en cuenta un cuestionario y la observacion de clases. Se concluy6 que
los docentes poseen una tendencia tecnoldgica con rasgos tradicionales; ellos
conciben los medios educativos como ayudas de estudio (Godino, 2003), son
elementos que permiten la motivacion, el apoyo a la memorizacion de concep-
tos y el soporte para la exposicion de la tematica por parte del docente.

Palabras clave: concepciones, tendencias didacticas, medios educativos, me-
diacion, educacion matematica.

Trends teaching math teachers and their conceptions of the role of educa-
tional media in the classroom

Abstract: This article informs of a study where we identified the didactic ten-
dencies of some teachers and their conceptions about the role of educational
resources in the processes of teaching and learning of mathematics. The trends

Fecha de recepcion: 31 de octubre de 2014; fecha de aceptacion: 11 de septiembre de 2015.

! En este trabajo se entiende como medios educativos todos aquellos objetos fisicos, juegos y pasatiem-
pos disenados con un fin didactico, que ofrecen a los estudiantes experiencias de conocimiento que per-
miten observar, manipular y desarrollar habilidades practicas e intelectuales en los procesos comunicativos
de la clase de matematicas, con la finalidad de facilitar la relacion entre profesor-estudiante-conocimiento.
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classification was assumed from the Porlan’s proposal (1995). The research was
developed under a qualitative paradigm, through a case study. The participants
were teachers from both public and private schools. Data were gathered through
a questionnaire as well as class observations. Conclusions showed that teach-
ers have technological tendencies with traditional features; they conceived the
educational resources as aids of study (Godino, 2003), elements that allow moti-
vation, support the memorization of concepts, and support the exposition of the
thematic by the teacher.

Keywords: conceptions, didactic trends, educational resources, mediation,
mathematics education.

INTRODUCCION

En la mayoria de las instituciones educativas de ensenanza bdsica y media, las
matematicas se trabajan de forma magistral, donde el docente explica la mate-
ria, realiza ejemplos y los estudiantes resuelven una serie de ejercicios aplicando
los pasos dados hasta lograr el resultado (Monge y Vallejos, 2012). Esta situa-
cion se deriva posiblemente de las creencias que tiene el profesor acerca de la
naturaleza de las matematicas, pues es uno de los factores que condiciona su
pensar y actuar en el aula, con el que construye el marco dentro del cual utiliza
los recursos, las estrategias cognitivas y metacognitivas al trabajar las diferentes
tematicas matematicas. Al respecto, Jiménez (2010) menciona que, en general, lo
que no tienen muy claro la mayor parte de los docentes es de qué manera sus
concepciones sobre la matematica, su ensenanza o aprendizaje pueden incidir
en el logro de aprendizajes significativos de sus estudiantes.

La importancia de las concepciones del profesor acerca de los procesos de
ensenanza y aprendizaje de la matematica, el conocimiento, el contenido, métodos
y materiales disponibles para ensenar, influye en el trabajo en el aula. Tal como
lo plantea Schon (1983), hay una continua unién entre la teorfa y la practica,
entre el pensamiento y la accion, es importante tener presente que:

Las concepciones del profesor son uno de los operadores que actian en el
proceso de transformacion del conocimiento a la situacion didactica y en
el propio control del estudiante de la interaccién alumno-situacion. Por ello,
resulta natural pensar las concepciones como eje de la evolucién profesional
del profesor (Carrillo, 1996).
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I[gualmente, en diversas investigaciones se ha encontrado que los estudian-
tes muestran un bajo interés por el estudio de la matematica, en la que existe
un imaginario que la ha caracterizado por ser una de las areas con mayor difi-
cultad de aprendizaje en los estudiantes de secundaria, ya que ellos muestran
apatia y se predisponen con el solo hecho de escuchar la palabra ‘matematicas’
(Luna, 2007).

En la investigacion realizada por Alsina (2006), se concluye que una de las
mayores causas de la apatia de los estudiantes hacia el estudio de la matema-
tica es el escaso uso de materiales didacticos que permitan desarrollar unaaccion
mental que estimule la motivacion e interés del estudiante en el proceso de
aprendizaje. En general, el profesor justifica el escoger los medios educativos,
por su caracter motivacional para tornar las clases alegres y sin tensiones. Lo
anterior hace que el profesor no reflexione sobre por qué es importante el mate-
rial educativo, asi como tampoco sobre la mejor forma y momento para usarlo
(Fiorentini y Miorim, 1990).

El profesor Artur Parcerisa (2007) sefala que los medios educativos cum-
plen una funcién mediadora entre la intencionalidad educativa y el proceso de
aprendizaje, entre el docente y los estudiantes, ya que una manera de promover
diferentes experiencias de aprendizaje es mediante la utilizacién de los medios
educativos, los cuales permiten la exploracion, experimentacion y manipulacion,
lo que lleva a que el estudiante comprenda los conceptos que se trabajan en
el area.

Es decir, los recursos didacticos en las clases de matematicas involucran una
diversidad de elementos que son utilizados principalmente como soporte
experimental en la organizacion de los procesos de ensenanza y apren-
dizaje. Sin embargo, se considera que estos materiales deben servir como
mediadores para facilitar la relacion profesor-alumno-conocimiento en la
construccion de un saber (Passos, 2006, p. 78).

En consecuencia con lo plasmado anteriormente, el objetivo de esta inves-
tigacion fue identificar las tendencias didacticas de algunos profesores de
matematicas y sus concepciones sobre el papel de los medios educativos en los
procesos de ensefanza y aprendizaje de las matematicas.

Esta propuesta se desarrolld bajo un paradigma cualitativo que permitio
describir las acciones de los docentes en el desarrollo de sus actividades, con-
siderando lo que piensan, actitudes y comportamientos (Hernandez, Fernandez
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y Baptista, 2010). El disefio con el que se trabajo fue el estudio de caso, en el
que participaron docentes que orientan la asignatura de matematicas en los
grados de octavo a once, de dos instituciones educativas de la ciudad de Tunja
(Boyaca, Colombia), una de caracter oficial y otra privada. Como resultado de
este proceso, se describen las concepciones de los profesores acerca del papel
de los medios educativos en los procesos de ensefanza y aprendizaje de las
matematicas, las cuales fueron obtenidas del andlisis de instrumentos como:
cuestionario relacionado con las concepciones ensenanza y aprendizaje de las
matematicas; observacién no participante, y revision del planeador? de clase.

Se pudo determinar que los docentes relacionados con la investigacion
poseen una tendencia tecnoldgica con rasgos tradicionales, donde la concep-
cion de los medios educativos es despertar en los estudiantes una actitud posi-
tiva hacia el trabajo de la asignatura, servir de apoyo para el trabajo expositivo
del docente y como recurso de ayuda para la memorizacion del estudiante.
La importancia de evidenciar este tipo de resultados es que permite realizar
procesos de reflexion de los docentes sobre sus propias acciones, buscando la
mejora de los procesos educativos.

ASPECTOS TEORICOS

En el desarrollo de este proyecto se consideraron tres grandes tematicas que
sirvieron como base tedrica de la investigacion: las concepciones, las tendencias
didacticas y los medios educativos.

CONCEPCIONES

El término concepciones tiene muchas acepciones. Puede asumirse como un
conjunto de “creencias, conceptos, significados, reglas, imagenes mentales y
preferencias, conscientes o inconscientes’ (Thompson, 1992, p. 132). Las concep-
ciones de un profesor sobre la matematica (o su ensenanza) son el conjunto de
creencias y posicionamientos sobre la matematica que el investigador supone
que posee el profesor tras el analisis de sus opiniones y de las respuestas a

2 El planeador de clase es el instrumento en el cual el docente registra los pasos y actividades por
desarrollar en una clase determinada.
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preguntas sobre su practica respecto a temas relativos a la naturaleza de la
matematica (o la ensefianza de la matematica) (Carrillo, 1996).

Cuando se habla de concepciones de los profesores, se puede hacer referen-
cia a la matematica como disciplina y, en tal caso, pueden estar vinculadas a la
epistemologia del conocimiento matematico o a las relativas a sus procesos de
ensenanza y aprendizaje. Con el fin de hacer explicitas estas ultimas, se trabajan
asociadas al concepto de tendencia didactica (Contreras, 2009).

La identificacion de las concepciones del profesor acerca de la matematica y
de la ensenanza ocupa un lugar relevante en las investigaciones en Educacion
Matematica (Godino, 2004). Dichas concepciones, de acuerdo con Carrillo y Con-
treras (1995), acttian de filtro y elemento decodificador de las informaciones
procedentes de otros ambitos de investigacion. En este sentido, por ejemplo,
una concepcion de la matematica como algo esencialmente instrumental o una
concepcion de la educacion matematica tecnologica llevarian a una seleccion
de contenidos distinta a la que se obtendria como consecuencia de una con-
cepcion dinamica de la matematica o una concepcion investigativa de la mate-
matica (Carrillo y Contreras, 1995).

Para este estudio, las concepciones de los profesores sobre el papel de los
medios educativos en los procesos de ensenanza y aprendizaje de la matema-
tica coinciden con el punto de vista de Carrillo y Contreras (1995), es decir, se
asumen como el conjunto de posicionamientos que el investigador supone que
posee el profesor de matematicas.

TENDENCIAS DIDACTICAS

En el desarrollo de las actividades que se trabajan en el aula, los docentes
presentan diferentes formas de ensefanza que son predominantes en el desa-
rrollo de su labor, las cuales, analizadas a la luz de algun referente teérico, se
denominan tendencias didacticas, que permiten no solo describir y explicar una
realidad, sino también cémo intervenir en ella para transformarla (Porlan, 1995).
De acuerdo con Contreras (2009), ningun profesor tiene una concepciéon pura
en el desarrollo de su labor, muestra unos rasgos que pueden definirlo mas en
una tendencia que en otra.

Porlan (1992) propone cuatro tendencias didacticas que corresponden a
otras tantas formas en que el profesor concibe la ensefanza y el aprendizaje de
la matematica: tradicional, tecnologica, espontaneista e investigativa.
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Tendencia tradicional

De acuerdo con Porlan (1995), un sector del profesorado suele pensar que sélo
hay una Unica manera de hacer las cosas en el aula, es decir, se identifican con
el uso de la exposicion magistral a los estudiantes de los contenidos esenciales
de una determinada asignatura, procurando definir adecuadamente un signi-
ficado correcto de éstos. Las actividades de los cursos son organizadas por los
profesores en torno a una secuencia, en la que el estudiante registra por escrito
la informacién suministrada con el fin de preparar los examenes que intentaran
medir su aprendizaje. Al respecto, Porlan (1995) afirma:

La transmision verbal de conocimiento es la forma habitual de ensenar en los
centros educativos. Sin embargo, y a pesar de ello, se afirma que esta manera
de ensenar, paraddjicamente, no consigue, en gran parte de los casos, aque-
llo que persigue: un aprendizaje adecuado de los alumnos (p. 146).

La asignatura de matematica estad orientada hacia la adquisicion de conceptos,
en la que los estudiantes deben conocer un cierto “panorama matematico” que
el docente espera que aprendan; lo que implica que el aprendizaje se realiza
utilizando la memoria como Unico recurso (Contreras, 1998), lo que se encuen-
tra en un modelo tradicional.

Para facilitar la atencion y la disciplina, las ayudas educativas deben ser
parecidas a la realidad, que permitan la percepcion de manera que su presenta-
cion reiterada conduzca a la formacién de imagenes mentales que garanticen el
aprendizaje. Las reflexiones psicolégicas de Pavlov, Watson y Skinner mostraron
a los pedagogos tradicionales la conveniencia de utilizar y adecuar los recursos
didacticos. La escuela tradicional comprendié que podia conservar su estructura,
adecuando los recursos didacticos a sus propdsitos.

Tendencia tecnologica

Se caracteriza por el desarrollo de una planificacién bien detallada de las acti-
vidades que piensa desarrollar el docente en el aula. Se les da prioridad a los
objetivos, ya que estos deben estar claros en la mente de la persona que va a
ensenar, pues se consideran la base del curriculo.

Los objetivos deben plantearse de manera ordenada de tal modo que se
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asimilen inicialmente los conocimientos mas concretos para luego si pasar al
estudio de los mas generales, es decir, se prioriza el trabajo inductivo dentro de
la planificacion de la clase.

El éxito del aprendizaje proyectado se garantiza con la organizacion en secuen-
cias cerradas de actividades. Se cree en la homogenizacion del conocimiento, es
decir, “los alumnos de inteligencia normal pueden seguir secuencias de activida-
des idénticas’ (Porlan, 1995, p. 153). Lo anterior determina que un buen docente
se caracteriza por elaborar correctamente secuencias de aprendizaje, aspecto que
garantizaria el aprendizaje de todo el grupo. Por lo anterior, si el estudiante realiza
bien la secuencia planteada por el docente, se garantiza su aprendizaje, es decir,
el comportamiento del alumno frente a la secuencia es un referente evaluativo.

Otra caracteristica del enfoque tecnoldgico es la realizacion de pruebas
diagndsticas y terminales como manera de mirar los avances del estudiante. La
prueba diagnostica permite determinar el grado de conocimiento del estudiante
sobre una tematica y, por ende, plantear objetivos que permitan un avance en
sus conocimientos, lo cual se corrobora por medio de la prueba terminal.

Para superar las dificultades en el logro de ciertos aprendizajes, es necesario
apelar a las actividades de refuerzo planteadas con anterioridad por el profesor.

Los medios de ensefianza, en la tendencia tecnoldgica segun Ortiz (2009),
se consideran:

Todos los componentes del proceso pedagdgico que actiian como soporte
material de los métodos con el proposito de lograr los objetivos planteados.
Con esta forma de entender y de ubicar el lugar de los medios de ensenanza,
se aprecia que los mismos sirven tanto a la labor pedagogica del profesor,
como también al trabajo de los alumnos; desde el uso de los textos hasta el
uso de una computadora, alternandose indistintamente la funcion de emisor
y receptor en ambos sentidos (p. 53).

Tendencia espontaneista

En el desarrollo de las diversas tendencias, en ocasiones se encuentran situa-
ciones en las que el docente plantea actividades de manipulacién de modelos
mediante las cuales se espera como resultado un conocimiento no organizado.
El trabajo se basa en los intereses que manifiestan los estudiantes y en la nego-
ciacion con ellos, caracteristicas que corresponden a un modelo espontaneista.
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En este modelo, la asignatura posee un caracter formativo con el objeto de
servir de instrumento para un cambio actitudinal del alumno y para la adquisicion
de valores que permitan una actitud logica ante los problemas cotidianos. El pro-
fesor piensa que se aprende, cuando el objeto de aprendizaje surge de manera
espontanea del contexto y posee un significado para el alumno. El profesor debe
preocuparse de que el alumno esté inmerso en situaciones que propician el descu-
brimiento. Los recursos que mas se utilizan son los que permiten su manipulacion.

Tendencia investigativa

En algunas ocasiones, el profesor desarrolla una propuesta en donde lo que
interesa es el proceso que desarrolla el estudiante para la adquisicion de concep-
tos, como los procedimientos y las actitudes hacia el trabajo escolar, mediante la
investigacion. Los objetos de aprendizaje, ademas de poseer un significado, se
pueden aplicar a contextos diferentes de aquellos en los que fueron aprendidos.
La tendencia investigativa seguin Contreras (2009) tiene como principio didactico
la investigacion, que se encuentra integrada por los aportes de la psicologia
constructivista y una concepcion compleja de la realidad educativa. El uso de
los medios educativos permite el trabajo en grupo y la reflexion en el analisis
de los procesos realizados y sus resultados.

MEDIOS EDUCATIVOS

Los recursos y material didactico en esta investigacion se denominaron medios
educativos, los cuales son parte integrante de la ensenanza y el aprendizaje de
la matematica. Estos son utilizados en los procesos comunicativos de la clase
para facilitar la relacion entre profesor-alumno-conocimiento, es decir, pueden
ser potenciadores de habilidades practicas e intelectuales en los estudiantes.

Segun Godino (2003), se puede considerar como material didactico cualquier
medio o recurso que se utiliza en la ensenanza y aprendizaje de las matemati-
cas. En esa categoria se incluyen objetos diversos, como manuales escolares en
su version escrita, grabaciones en video, programas de ordenador, los propios
dedos de las manos, piedrecitas y calculadoras, entre otros. Para comprender
mejor la importancia del material didactico y con el objeto de clarificar las ideas,
Godino propone una clasificacion para anadir a las existentes:
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* Ayudas de estudio: recursos que apoyan directamente la funcion del
profesor (organizacion del contenido de ensenanza, presentacion de
problemas, ejercicios, conceptos, pruebas de autoevaluacion, progra-
mas tutoriales de ordenador). Basicamente se incluyen los manuales
escolares en sus diversas presentaciones.

* Instrumentos (semidticos) para el razonamiento matematico: objetos
fisicos tomados del entorno o especificamente preparados, asi como
materiales graficos, textos, palabras, los cuales pueden funcionar como
medios de expresion, exploracion y calculo en el trabajo matematico.
Se refiere a ellos con el nombre genérico de manipulativos, aunque se
distinguen en “‘manipulativos tangibles’, que ponen en juego la per-
cepcion tactil, y “manipulativos grafico-textuales-verbales’, en los que
participan la percepcion visual y auditiva. Es importante reconocer
que los materiales propiamente manipulativos (tangibles) desempe-
nan funciones simbdlicas y que los medios textuales y graficos también
son ‘manipulables’.

De acuerdo con Passos (2006), los medios educativos en las clases de mate-
maticas deben servir como mediadores en el momento en que un concepto se
esta reconstruyendo. Para Lorenzato (2006), la actitud del profesor frente a la
utilizacion de los medios educativos es importante, ya que las consecuencias
pueden ser positivas si son los estudiantes quienes los manipulan, realizan sus
propias observaciones y obtienen sus conclusiones.

El modo de utilizar el material didactico depende en gran medida de la
concepcion que el profesor tenga respecto a la matematica y la ensefanza.
Por ejemplo, un profesor que concibe la matematica como un conjunto de
proposiciones deducibles con la ayuda de definiciones, donde sus resultados
son reglas y formulas que sirven para resolver ejercicios y examenes, usaria el
marcador y el tablero.

En las instituciones educativas de la ciudad de Tunja son escasos o insufi-
cientes los medios educativos para matematicas y rara su utilizacion en clase.
Ultimamente se esta trabajando con los medios tecnoldgicos v la incorporacion de
computadoras y tabletas. Sin embargo, como senalan Flores, Lupianez, Berenguer,
Martin y Molina (2011), es importante dar un lugar en el aula al uso de mate-
riales y recursos manipulativos, ya que son una ayuda importante para el
aprendizaje de los alumnos.

La utilizacién de material educativo en matematicas busca facilitar el apren-
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dizaje, de acuerdo con las caracteristicas de los medios. Segun Flores, Gomez
y Marin (2013), el profesor tiene que tener criterios para seleccionar el medio
educativo mas adecuado para la situacién que se va a trabajar en el aula y, a
la vez, establecer su contribucion a las finalidades de aprendizaje.

METODOLOGIA

Se tomd como base la investigacion cualitativa porque a través de ésta se
pueden comprender y profundizar los fenomenos, explorandolos desde la pers-
pectiva de los participantes (individuos o grupos pequefos de personas), en un
ambiente natural y en relacion con el contexto, lo que permite analizar las con-
ductas que son factibles de ser observadas, considerar lo que piensan, actitudes
y comportamientos (Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010).

El diseno investigativo con el que se abordo el trabajo fue el estudio de caso.
Yin (2009) establece una clasificacion, en la que tiene presente dos factores:
numero de casos y clase de unidad de andlisis. Para el presente estudio, se tra-
bajé respecto a numero de casos con la tipologia de varios casos y en relacion
con unidad de andlisis, la holistica, todo el caso tomado como una sola unidad
de analisis.

La investigacion se desarrolld en dos instituciones educativas de la ciudad de
Tunja, una de caracter privado y otra oficial, en la que participaron tres y cuatro
docentes, respectivamente, quienes orientaron la asignatura de matematicas en
los grados de octavo a once.

Los profesores que colaboraron voluntariamente en el estudio se caracteri-
zan en el cuadro 1.

Para el analisis de las concepciones de los profesores sobre el papel de los
medios educativos en los procesos de ensefanza y aprendizaje de las matema-
ticas, se trabajé con las siguientes categorias y criterios: (M) metodologia (la
planeacion, los objetivos y la practica); (SA) sentido de la asignatura (orientacion
y finalidad); (CA) concepcion de aprendizaje (tipo y forma, tipo de trabajo, dina-
mizador, aptitud y actitud); (PP) papel del profesor (qué hace, como lo hace, por
qué lo hace y la coordinacién); (PA) papel del alumno (participacion en el disefo
didactico, participacion en los procesos de aula), y (E) evaluacion (caracter e ins-
trumentos), las cuales fueron trabajadas en la tesis doctoral de Contreras (1998).
Para el estudio, se agregd (PM), el papel de los medios educativos (finalidad,
criterios generales de uso y su relacién con los elementos de analisis anteriores).
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Cuadro 1. Caracteristicas de los docentes que participaron en el estudio

Instituto | Caso | Género | Experiencia | Formacion Postgrado
D1 M 24 anos Licenciado en | Administracion Educativa-
Matematicas Evaluacion
y Fisica
D2 F 4 anos Licenciado en Especializacion en
P Matemdticas | necesidades de aprendizaje

en lectura, escritura
y matematicas

D3 F 3 anos Licenciada en
Matematicas

D4 M 35 anos Licenciado en | Especialista en computacion
Matematicas para la docencia
y Fisica

D5 F 15 afos Licenciado en Mg. Matematicas
Matematicas y Estadistica Aplicada
y Fisica

D6 F 4 anos Licenciado en
Matematicas

D7 F 2 anos Licenciado en
Matematicas

Fuente: elaboracion propia.

Para la recoleccion de la informacioén, se utilizaron varias fuentes: a) cues-
tionario relacionado con las concepciones ensefanza y aprendizaje de las
matematicas; b) observacion no participante, realizada a partir de la grabacion
de algunas sesiones de clase. La revision de los planeadores de clase se utilizo
para analizar la programacion de las actividades por desarrollar y fue uno de
los aspectos importantes que se consideraron en el analisis de las clases. Los
resultados se analizaron teniendo presente los aspectos relacionados en las
categorias mencionadas; cada una dio lugar a la obtencién de informacién indi-
vidual de cada caso estudiado y global del grupo sobre la Institucion Educativa.
La informacion resultante del andlisis de las categorias permitio conocer la ten-
dencia didactica en la que se encuentran los docentes que formaron parte del
estudio y, por ende, las concepciones de los docentes acerca de la ensefanzay
aprendizaje de las matematicas.
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RESULTADOS

Las fases que se consideraron para el analisis de los datos son las siguientes:
a) interpretacion de las respuestas al cuestionario relacionado con la concep-
cion de ensenanza y aprendizaje de las matematicas, el cual es de tipo cerrado
y es propuesto por Contreras (1998), y permite obtener un primer panorama de
la tendencia didactica que cada docente posee; b) contrastar y complementar los
resultados obtenidos en el cuestionario anteriormente descrito con lo que sucede en
el aula mediante el andlisis de videos de clases y revision de los planeadores.
Finalmente, se hace un cruce de informacion y se obtiene una aproximacion
de la concepcion asociada a la tendencia didactica de cada docente, en la que
se resalta en cada caso el papel de los medios educativos en los procesos de
ensenanza y aprendizaje de las matematicas.

PRESENTACION DE UN ESTUDIO DE CASO

Por espacio y para comprender el trabajo realizado, se va a describir un caso,
el del docente D1, para posteriormente presentar la sintesis de todos los casos.

Se contintia con la presentacion, andlisis e interpretacion de los resultados
obtenidos en los instrumentos utilizados en el estudio:

a) Andlisis e interpretacion de los resultados del cuestionario

El cuestionario que se aplicé fue tomado de la tesis doctoral de Contreras (1998,
p. 139) y consta de 49 preguntas de tipo cerrado, las cuales se encuentran
organizadas en 35 indicadores para cada una de las cuatro tendencias corres-
pondientes a los criterios estudiados de cada una de las categorias. En cada
item el docente tenia que otorgar de 1 a 5 seguin el grado de conformidad (total
desacuerdo-total acuerdo) con lo propuesto, lo cual se analiza y tipifica segun
lo planteado por Contreras.

En el cuadro 2 se presentan los resultados obtenidos por el docente D1 en
cada una de las categorias analizadas.

Se presenta ahora una descripcion de los aspectos asociados a lo planteado
en el cuadro por el docente D1.
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Cuadro 2. Analisis de los resultados obtenidos por el docente D1
en el cuestionario

Tradi- Esponta-

Categoria Criterios cional | Tecnoldgica | neista Investigativa
Metodologfa | Planeacion X X

Objetivos X

Practica X X

Total 3 2
Sentido de la | Orientacion X X
asignatura

Finalidad X X

Total 2 2
Concepcién | Tipo y forma X
del
aprendizaje

Tipo de X X

agrupamiento

Dinamizador X X

Aptitud X X

Actitud X

Total 3 5
Papel del Participacion en el X X
alumno diseno didactico

Participacion en X

los procesos de

aula

Qué hace X X

Total 2 3
Papel del Qué hace X
profesor

Como lo hace X

Por qué lo hace X

Coordinacion X

Total 1 3
Evaluacion Caracter X

Criterios X

Instrumentos X

Total 3
Medios Finalidad X
educativos

Criterios generales X X

Total 1 2

Fuente: elaboracion propia.
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Metodologia

De acuerdo con lo anterior y basados en la tipologia de Contreras (1998), se
puede afirmar que el docente en su planificacion sigue de manera secuencial
la estructura planteada en el plan de area de la Institucion; los objetivos que
desarrolla en su trabajo son conceptuales de caracter terminal; la actividad
que realiza en el aula se caracteriza por repeticion iterada de ejercicios en los que
busca a la vez que los estudiantes imiten los procesos légicos explicados en la
clase. En el andlisis de la metodologia, se ubica al docente en una tendencia
tradicional con rasgos tecnoldgicos.

Sentido de la asignatura

La asignatura esta orientada exclusivamente hacia la adquisicion de conceptos
y reglas, y tiene una finalidad informativa. El profesor hace énfasis en el interés
tanto de los conceptos y reglas como de los procesos l6gicos que son sustenta-
dos por su eventual reproductibilidad. El contenido matematico que se moviliza
en el aula no se diferencia en estructura, aunque si en el nivel de abstraccion
del conocimiento matematico formal.

Concepcion de aprendizaje

El profesor concibe de una manera memoristica secuencial el aprendizaje, el
cual esta organizado internamente segun la logica estructural de la disciplina.
Aunque se pueda comenzar por la observacion de un proceso inductivo, se con-
sidera que el verdadero aprendizaje se apoya en un proceso deductivo. El alum-
no conoce los temas porque el docente es quien se los presenta. La forma de
trabajo que propicia el aprendizaje es la exposicion del profesor.

Papel del alumno

El'alumno no participa en el diseno de las actividades; el proceso de ensefanza
estd dado por la explicacién que brinda el docente de los contenidos preestableci-
dos, los cuales son seleccionados en orden, secuencia e importancia, conservando
la légica formal de la disciplina, donde el estudiante atiende y cree lo que se
trasmite de una manera organizada para imitar luego el proceso logico explicado.

Papel del profesor

El docente, por ser un técnico del contenido, expone los contenidos a los estu-
diantes con el fin de que puedan ver la simulacion de algunos conceptos mate-
maticos, y busca que el estudiante se involucre en su proceso de aprendizaje.
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Evaluacién

El profesor concibe la evaluacion como una actividad que se debe realizar al
final de cada una de las partes en las que divide el aprendizaje del alumno con
el Unico fin de medirlo. Se reduce a términos numeéricos la adecuacion de los
resultados finales de aprendizaje. La valoracion se considera subijetiva. Se rea-
liza una medicién de la memoria a corto plazo. La tendencia del docente en la
parte relacionada con la evaluacién se encuentra en un enfoque tradicional.

Medios educativos

El docente concibe el papel de los medios educativos, como un factor que per-
mite la motivacion e interés de los alumnos, pero al decidir el medio con el que
se trabaja, lo que interesa es que sea un material de apoyo para él.

Cuadro 3. Resumen de las tendencias del docente D1 en cada categoria
en el cuestionario

Categoria Tendencia

Metodologia Tradicional con rasgos tecnoldgicos
Sentido de la asignatura Tradicional/Tecnolégica

Concepcién del aprendizaje Tecnolégica con rasgos tradicionales
Papel del alumno Tecnologica con rasgos tradicionales
Papel del profesor Tecnologica con rasgos tradicionales
Evaluacion Tradicional

Medios educativos Tecnologica con rasgos tradicionales

Fuente: elaboracion propia.

En conclusidn, la concepcién que el profesor cree que maneja dentro de su
aula de clase corresponde a una tendencia tecnoldgica con rasgos tradicionales.
b) Andlisis e interpretacion de los resultados del proceso de observacion
no participante
Se observaron dos clases de cada docente. Para el caso se describe las relacio-

nadas con el profesor D1. Las matrices de observacién de cada clase se cruza-
ron y se obtuvo como resultado lo planteado en el cuadro 4.

EDUCACION MATEMATICA, VOL 27, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2015 165



Tendencias didacticas de los docentes de matematicas

Cuadro 4. Analisis e interpretacion de los resultados obtenidos en la observacion

del docente D1
Categoria

Metodologia

Descripcion

La técnica habitual aplicada en las sesiones de clase es la exposicion magis-
tral de los contenidos matematicos, los cuales eran extraidos siempre del libro
de texto. Los ejercicios y problemas eran explicados por el profesor con el fin de
que los estudiantes atendieran y copiaran el procedimiento realizado por él; en
una de la sesiones hizo entrega de material fotocopiado de un libro de texto,
donde se encontraban una serie de ejercicios que los estudiantes debian
resolver en clase y a la vez reproducir los procesos logicos mostrados por el
profesor.

La aplicabilidad al contexto de los temas trabajados es baja, ya que no se
hacen propuestas del docente y los textos son elaborados con una genera-
lidad que en algunos casos ni siquiera corresponde con el entorno colom-
biano. En algunas instituciones se cuenta con computadoras y tabletas, pero
muy rara vez son utilizados por los profesores del area.

Sentido
de la
asignatura

Se observa en el profesor el interés por trabajar con los estudiantes tanto
conceptos y reglas como procesos légicos que los sustentan. La resolucion de
los ejercicios consistia en reproducirlos y desarrollar otros muy similares. La
orientacion brindada en el desarrollo de las clases fue de caracter informativo,
donde los alumnos debian conocer un cierto contenido matematico que se
esperaba aprendieran; en algunos casos, los contenidos que se trabajaron
en las diferentes sesiones tenian también caracter practico, que permitian al
estudiante ver la aplicacion de la matematica en otros campos.

Concepcién
del aprendizaje

El' docente concibe el aprendizaje como mecanico, por lo cual presentaba
una serie de ejercicios con el mismo patrén logico para que los estudiantes
fijaran esta estructura. En la clase se hacia mucho énfasis en la reproduccion.
En algunos casos se exponia la tematica por medio del video beam, con la
proyeccion de algunas diapositivas, para buscar motivar al estudiante.

del profesor

Papel Reproducia lo desarrollado por el docente en la clase, desarrollaba ejercicios
del alumno similares, aprobaba con respuestas cortas lo planteado por el profesor.
Papel El profesor aplica en el desarrollo de la clase la estructura que planted en su

planeador, planteando los ejercicios que alli propuso y que fueron tomados
de los libros de texto.

El profesor toma la tarea propuesta en la clase anterior, explica el nuevo tema,
desarrolla ejemplos y propone ejercicios muy similares. Posteriormente, evaltia
ya sea con preguntas orales o prueba escrita. Culmina la clase proponiendo
ejercicios para la siguiente sesion de clase.
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Cuadro 4. Analisis e interpretacién de los resultados obtenidos en la observacion
del docente D1

Categoria Descripcion

Evaluacion Al finalizar las clases, el docente plantea preguntas, ya sea en forma oral o
escrita, con el fin de evaluar a sus estudiantes.

Medios Por lo general, no utiliza material adicional, aunque en ocasiones facilita

educativos fotocopias a los estudiantes o hace presentaciones en video beam. Los mate-
riales utilizados en su clase fueron: libro de texto, fotocopias, video beam y
calculadora.

A continuacion se presenta un fragmento donde se menciona la finalidad
con que el docente utiliza los medios educativos en la clase:

D1: Para desarrollar una clase diferente, innovadora, donde se cree interés
por parte de los estudiantes, hacia la asignatura (Pregunta de ampliacion
D1, agosto, 2014).

Fuente: elaboracion propia.

Cuadro 5. Resumen de las tendencias del docente D1 en cada categoria
en su clase

Categoria Tendencia

Metodologfa Tecnoldgica con rasgos tradicionales
Sentido de la asignatura Tecnoldgica con rasgos tradicionales
Concepcién del aprendizaje Tecnologica con rasgos tradicionales
Papel del alumno Tradicional

Papel del profesor Tecnoldgica con rasgos tradicionales
Evaluacion Tecnoldgica con rasgos tradicionales
Medios educativos Tecnoldgica con rasgos tradicionales

Fuente: elaboracion propia.

La descripcién anterior, a l1a luz de las tendencias didacticas propuestas por
Porlan (1995), permite concluir lo propuesto en el cuadro 5.
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En relacion con lo observado en el desarrollo de las sesiones de clase del
profesor D1, se puede afirmar que este actua dentro del marco de una tendencia
tecnologica con rasgos tradicionales.

Andlisis comparativo de instrumentos y comentarios

Obsérvese que, efectivamente, el profesor D1 en su practica docente no presenta
una unica tendencia didactica, lo cual coincide con los resultados obtenidos por
Contreras (2009).

Las tendencias didacticas propuestas por Porlan (1995) son un buen marco
para describir el actuar del profesor D1, ya que permitieron su clasificacion.

El profesor mencionado utilizé los medios educativos como ayudas de
estudio (Godino, 2003), ya que fueron soporte de su labor docente, mas no se
privilegio su uso para facilitar el aprendizaje del alumno.

En general, el docente DI, tanto en su pensamiento como en su actuar,
se ubica entre las tendencias tecnoldgicas y tradicionales, ya que coincide en
las categorias de sentido de la asignatura, aprendizaje, papel del profesor y
medios educativos. Sin embargo, el énfasis entre las dos tendencias didacti-
cas mencionadas cambia en cuanto a la metodologia, evaluacion y papel del
estudiante.

GENERALIZACION DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS DE LOS CASOS

El analisis que se hizo al profesor D1 también se realizd con los otros seis
profesores.

A continuacién, se presenta directamente la tendencia didactica de cada
docente asociada con sus concepciones y actuar en el aula (cuadro 6).

Al analizar los resultados de los docentes D2, D5, D6 y D7, se concluye que
presentan un modelo tradicionalista con algunas caracteristicas tecnologicas.
Los docentes realizan exposicion magistral del contenido matematico para bus-
car la adquisicién de conceptos, donde se espera que se aprenda una tematica.
Los alumnos escuchan, copian, atienden y aceptan los contenidos que se brindan
en la asignatura. La utilizacién que dan a los medios educativos en matemati-
cas es la relacionada como soporte y apoyo para fijar los conceptos trabajados
en clase, en ocasiones para motivar y despertar el interés de los estudiantes
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Cuadro 6. Tendencia didactica de los profesores del estudio

Institucion Observacion
educativa | Docente Cuestionario y grabacion Tendencia
Tecnologico con rasgos Tecnolégico con rasgos -
D1 . g g . g g Tecnologico
tradicionales tradicionales
) Tradicional con rasgos Tradicional con rasgos -
Privada D2 - g - 9 Tradicional
tecnoldgicos tecnoldgicos
Tradicional con rasgos Tecnoldgico con rasgos -
D3 . g . g g Tecnologico
tecnoldgicos tradicionales
Tradicional con rasgos Tecnoldgico con rasgos -
D4 . g L g g Tecnologico
tecnoldgicos tradicionales
. Tradicional con rasgos -
D5 Espontaneista s Tradicional
tecnoldgicos
Oficial
. Tradicional con rasgos .
D6 Espontaneista . g Tradicional
tecnologicos
Tradicional con rasgos Tradicional con rasgos .
D7 - g . g Tradicional
tecnologicos tecnologicos

Fuente: elaboracién propia.

hacia el trabajo de la asignatura. Los medios de mayor frecuencia son el tablero,
las calculadoras, equipo de geometria, libros de texto y fotocopias.

De los resultados obtenidos por los docentes D1, D3y D4, se concluye que se
encuentran en una tendencia tecnologica con rasgos tradicionales y se observa
coincidencia con las caracteristicas teéricas. Los profesores realizan una plani-
ficacion muy detallada de sus clases, plantean unos objetivos operativos claros
y medibles, exponen los contenidos a sus estudiantes, quienes atienden, creen,
copian e imitan los procesos realizados por los docentes.

Para el caso de los docentes D3 y D4, aunque creen que son profesores
tradicionales, su actuar corresponde mas a una tendencia tecnolégica; de la
misma manera, los docentes D5 y D6 creen que su trabajo estd en la tendencia
espontaneista, pero sus practicas pedagogicas de aula corresponden a tenden-
cias tecnologica y tradicional, respectivamente.

En cuanto a los medios educativos, estos profesores piensan que su uso
permite la motivacion, son un apoyo invaluable para su labor docente, facilitan
la memorizacion por parte del estudiante.
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CONCLUSIONES

Los resultados de la investigacion descrita evidencian que los docentes suelen
utilizar los medios educativos como herramienta motivacional que permite des-
pertar en los estudiantes el interés por la asignatura, la mecanizacion de los
conceptos y apoyo al docente. Es decir que utilizan los medios educativos como
ayudas de estudio (Godino, 2003).

En cada una de las categorias analizadas: metodologia, sentido de la asig-
natura, concepcion del aprendizaje, papel del alumno y del profesor, evaluacién
y el papel de los medios educativos, se encuentra que, en los docentes del
sector privado, prima la tendencia tecnoldgica, mientras que, en el sector oficial,
predomina la tradicional. En general, resalta la tendencia tradicional con rasgos
tecnologicos como la mas generalizada en esta investigacion.

En todos los casos, se determin6 que los docentes no se identifican con una
Unica tendencia didactica, sino que, por el contrario, tienen rasgos caracteristicos
de varias tendencias, sélo que si prima una de ellas, aspecto que coincide con
Contreras (2009).

En 57% de los docentes no coincide lo que piensan con lo que hacen
(cuadro 6), lo que significa que la mayoria de los profesores del estudio no son
conscientes de su accion pedagdgica.

En el andlisis de los casos, es posible sefialar algunos elementos signifi-
cativos de cada una de las categorias en la descripcion de sus concepciones,
como:

Metodologia: el desarrollo de las actividades que se realizan en el aula esta
caracterizado por reproducir los procesos l6gicos, donde la técnica habitual apli-
cada en las sesiones de clase es la exposicion de los contenidos matematicos.

Sentido de la asignatura: interesan los conceptos y las reglas como los
procesos logicos y de memorizacion, que permitan la aplicacion en otras areas.

Concepcion del aprendizaje: de manera general, se concibe memoristico
secuencial, organizado por la estructura del contenido y las actividades plan-
teadas al alumno.

Papel del alumno: participa en el desarrollo de las actividades propuestas en
el aula, sigue las instrucciones del profesor, carece de autonomia.

Papel del profesor: planifica las clases planteando objetivos operativos, orga-
niza los contenidos por trabajar en cada una de las sesiones de clase mediante
exposicion, utiliza estrategias que permiten la transmision del conocimiento.
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Evaluacion: es vista como una medicion sobre la adquisicion de los conoci-
mientos de los estudiantes.

Papel de los medios educativos: se utilizan basicamente como apoyo para
exposicion del docente y como ayuda a la memorizacion del estudiante.

PROSPECTIVA

Surge ahora la necesidad de contestar la pregunta: éComo cambiar estas ten-
dencias tradicionales y tecnoldgicas de los profesores del estudio hacia unos
modelos que estén mas centrados en el estudiante, como el constructivismo?
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La construccion de circunferencias tangentes.
Estudio tedrico desde una perspectiva
heuristica

Liliana Sineriz y Trinidad Quijano

Resumen: En este articulo describimos un estudio tedrico del proceso de reso-
lucion de una situacion abierta en el marco de una investigacion centrada en
las construcciones geométricas. Por un lado, nos proponemos mostrar la multi-
plicidad de aspectos inherentes al planteamiento y resolucion de problemas a
partir de ella. Por otro lado, pretendemos aportar algunas pautas o sugerencias
al organizar la ensenanza que lleven a rescatar los métodos y heuristicas que
subyacen al resolverla, y promover la generacién de nuevos problemas desde
procesos de elaboracion y contrastacion de conjeturas a través de la exploracion.

Palabras clave: construcciones, resolucion de problemas, planteamiento
de problemas, métodos heuristicos, fases.

The construction of tangent circumference.
Theoretical study from a heuristic perspective
Abstract: This paper describes a theoretical study of the process of solving an
open situation, in the framework of a research focused on geometric construc-
tions. On one hand, we intend to show the multiplicity of aspects inherent to
posing and solving problems from it On the other hand, our aim is to provide
some guidelines or suggestions to organize how to teach, in order to rescue
methods and heuristics that underlie when it is solved, and to promote the gen-
eration of new problems arising from processes to develop and test conjectures
by means of exploration.

Keywords: constructions, problem solving, problem posing, heuristics meth-
ods, phases.
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INTRODUCCION

En este trabajo abordamos una situacién problematica que forma parte de un
estudio mas amplio, en el que se indagan los procesos de aprendizaje de las
construcciones geométricas en la formacion de profesores.

La investigacion desarrollada en el proyecto marco esta centrada en los pro-
blemas de construccién, por ser estos un dominio propicio tanto para realizar
exploraciones empiricas que llevan a formular conjeturas y producir argumentos
de validacion como para trabajar modos y medios de resolucion que hacen a
los problemas mas abordables y que pertenecen al terreno de la heuristica.

La situacion abierta que vamos a analizar fue planteada con diferente inten-
cionalidad en asignaturas de distinta indole: “Didactica Especial y Residencia”
y ‘Seminario de la Ensefanza de la Matematica’, ambas pertenecientes al
ultimo ano del Profesorado de Matemdtica en el Centro Regional Universitario
Bariloche de la Universidad Nacional del Comahue. En Siferiz y Quijano (2014),
hemos interpretado las producciones de los alumnos de Seminario en torno a
dicha situacion, a la luz de las estrategias y métodos que habian sido objeto
de ensenanza.

En este articulo presentamos una organizacion tedrica del proceso de reso-
lucion estructurada en fases, que puede resultar un referente Util al planificar
la ensenanza, ya sea en esta o en otras situaciones abiertas. Realizamos un
analisis de la situacion desde una perspectiva heuristica, orientada a explicitar
los métodos y estrategias que subyacen al resolverla, asi como también a pro-
mover la generacion de problemas a partir de la propia situacion, el examen de
las soluciones y la extension de dicha situacion abierta. Comenzamos haciendo
una breve alusion al marco tedrico de referencia para luego centrarnos en el
andlisis que constituye el nucleo de esta publicacion.

I Proyecto de investigacién 04/B189, desarrollado en el Centro Regional Universitario Bariloche
(cruB), aprobado y subsidiado por la Secretaria de Investigacién de la Universidad Nacional del Comahue.
2014-2017.
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MARCO TEORICO
SOBRE EL PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS

Las actuales orientaciones curriculares subrayan la importancia de la resolucion
de problemas abiertos en la clase de Matematica, los cuales admiten diferentes
respuestas y dan lugar a la formulacion de nuevas preguntas, asi como a la
construccion de estrategias personales de resolucion. Rescatamos la potenciali-
dad de las situaciones abiertas en la practica escolar en cuanto a que favorecen
el planteamiento de problemas y el trabajo de caracter empirico que lleva a
elaborar conjeturas, contrastarlas y validarlas.

Diversos autores promueven el empleo de este tipo de actividades para crear
entornos de aprendizaje que lleven a poner en practica aspectos de la actividad
matematica. Butts (1980) establece una tipologia de problemas seguin el grado
de creatividad necesario para abordarlos vy, en la categoria de “situacion pro-
blematica’, encuadra aquellas situaciones en cuyo enunciado no se han deli-
mitado los problemas inherentes a ella y esa es una de las tareas a cargo del
resolutor. Brown y Walter (1983) distinguen dos aproximaciones para enunciar
problemas, llamadas “aceptando” y “‘cambiando’, a partir de determinadas pre-
guntas generadoras de problemas. La primera consiste en mantener lo dado en
la exploracion y considerar una serie de cuestiones generales, que trascienden
a un contenido especifico, por ejemplo, ¢Qué es constante? ¢Qué es variable?
¢Hay solucion? éHay un caso limite? En la sequnda, la forma de plantear pro-
blemas a partir de un problema es a través de la pregunta ¢Qué pasaria si..?
de manera sistematica, modificando las partes principales de este, examinando
las propiedades que caracterizan los objetos matematicos implicados y conside-
rando otras, explorando el efecto de los cambios y buscando explicaciones a lo
que ocurre. En consonancia con esta linea, Skovsmose (2000) plantea organizar
el trabajo alrededor de proyectos e introduce la nocion de “escenario de inves-
tigacion” como una situacion que permite a los estudiantes formular preguntas
y buscar explicaciones, y sefiala posibles formas de intervencion docente, tales
como ¢Qué pasa si..? ¢Qué sucede si..? ¢Por qué es que..? para involucrarlos en
un proceso de exploracion y busqueda de argumentos.

Entendemos que el proceso de resoluciéon de problemas no es independiente
del de plantearlos y en este sentido consideramos estas lineas de trabajo al
abordar la situacion abierta que es objeto de estudio.
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SOBRE LAS FASES DE RESOLUCION

El examen del proceso de resolucion de problemas a partir de las fases por
las que transitaria un resolutor ideal (Siferiz, 2000) también es un referente
para el analisis que presentamos. Asumimos que el proceso de resolucion de
problemas no se compone de conductas aisladas, sino que estas tienen un
sentido respecto a la totalidad del proceso, lo que lleva a distinguir fases con
objetivos especificos. Desde este punto de vista, las fases propuestas en Polya
(1965) pueden ser un medio para organizar dicho proceso y, por ende, un ele-
mento que considerar al planificar la ensefanza en resolucion de problemas,
razon por la cual constituyen un componente esencial en el analisis teérico que
desarrollamos en este trabajo.

Atendiendo a los objetivos de cada una de ellas, podemos caracterizarlas
de manera sintética: la fase de comprension estaria orientada a percibir la idea
global del problema por resolver, entender cuales son sus partes principales y
realizar una formulacion propia de este. En la elaboracion del plan, se estaria
focalizando el estado de conocimientos con vistas a seleccionar heuristicas y
reformular el problema acorde con ellas. La ejecucion del plan seria la puesta
en marcha del esquema de solucién, siguiendo pautas que permiten su imple-
mentacion en forma ordenada. La visidn retrospectiva no sélo consistiria en
volver sobre lo hecho para revisarlo, sino también en ir mas alla de lo que pide
el problema original, por lo que en ella estaria contemplada tanto la revision
como la extension del problema.

En este estudio, interpretamos las fases en relacion con la situacion abierta,
sin perder de vista todos y cada uno de los problemas que provienen de la
exploracion de los datos y las condiciones que en ella se plantean.

SOBRE METODOS HEURISTICOS DE RESOLUCION

Los métodos implicados en la resolucion de problemas de construccién llevan a
una transformacion del problema original de manera estandar; sin embargo, los
situamos en el terreno de la heuristica, ya que no garantizan su solucion, sino
que lo transforman en construcciones o problemas mas abordables.
Extrapolamos algunos resultados de una investigacion anterior (Siferiz,
2000), donde se analiza la actuacion competente al ensefiar a resolver proble-
mas de regla y compas y se diferencian los métodos de acuerdo con su funcion
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dentro del proceso de resolucién: como medio de organizacién o como medio
de resolucion. En este trabajo rescatamos, por un lado, el Método de andlisis
sintesis para organizar dicho proceso y, por el otro, el Método de los dos luga-
res, puesto que es el que subyace en la resolucion de la situacion abierta que
analizamos.

La caracterizacion del Método de andlisis sintesis puede encontrarse en
el libro Xlll de los Elementos (Euclides, 1991, libros X-XIII, p. 314). El analisis es el
camino que lleva desde la incognita a los datos, estableciendo progresivamente
sus relaciones mutuas; la sintesis es el camino contrario, que va desde los datos
hasta la incognita. En este estudio, el andlisis se refleja tomando la figura de
andlisis como punto de partida. Esta figura es un dibujo a mano alzada de la
incognita, donde se remarca lo dado y, a partir de ella, se analizan los resultados
intermedios que habria que plantearse para determinarla. La sintesis consiste en
efectuar la construccion que permite determinar la incégnita.

El Método de los dos lugares, al que aludiremos en un proximo apartado, es
uno de los tres métodos presentados en forma general en Polya (1962-1965) y
en detalle en la investigacion mencionada, los cuales pueden ser utilizados para
resolver una variedad de problemas de construccion geométrica.

ANALISIS DE LA SITUACION ABIERTA

La riqueza de la situacion abierta que es objeto de estudio radica en que puede
ser abordada con conocimientos elementales de geometria, mediante distintas
aproximaciones e involucrando diferentes topicos curriculares (posiciones relati-
vas entre circunferencias, lugares geométricos, triangulos, etc). Asimismo, a partir
de ella, podemos generar varios problemas que pueden analizarse en conjunto
de modo de producir un conocimiento unificado en relacion con un campo de
problemas.
Situacion abierta:

Construir una circunferencia tangente a dos circunferencias exteriores.
Cabe senalar que esta situacion se podria encuadrar dentro del dominio del
conocido problema de Apolonio: dados tres objetos tales que cada uno de ellos

puede ser un punto, una recta o una circunferencia, dibujar una circunferencia
que sea tangente a cada uno de los tres elementos dados. Este problema da
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lugar a 10 casos posibles que llevan a examinar diferentes alternativas respecto
a las posiciones relativas de los objetos dados y de la incognita en relacion con
€s0s objetos.

A diferencia de dicho problema, en la situacion abierta que presentamos hay
dos objetos iniciales cuya posicion relativa estd dada (dos circunferencias exte-
riores), por lo que las posibilidades por analizar son las posiciones relativas entre
datos e incognita.

A continuacién, se realiza el analisis tedrico estructurado en fases, explici-
tando las heuristicas que pueden utilizarse y los métodos que subyacen o que
pueden aplicarse en su resolucion. Ademads, se incluyen algunas preguntas o
sugerencias para su tratamiento, con el fin de promover la formulacién de pro-
blemas en el recorrido por dichas fases.

COMPRENSION

En esta fase revisamos las nociones implicadas y examinamos las partes prin-
cipales de la situacion abierta (datos, incognita y condicion), desde las cuales
podemos formular los problemas asociados a ella.

Este analisis lleva al uso de diferentes heuristicas, tales como la considera-
cién de casos particulares o genéricos y el examen de posibilidades?

Atendiendo inicialmente a los datos: Gi(oy, Ri) y G0z, Ry) (con 010; > RiRy),
surgen naturalmente las dos alternativas respecto a los radios de las circunfe-
rencias dadas: i) Ry = R, (caso particular); ii) R # R, (caso genérico).

El andlisis de la incdgnita también lleva a atender diferentes posibilidades
respecto a la ubicacion del centro de la circunferencia buscada con los centros
dados: a) centros alineados (caso particular); b) centros no alineados (caso
genérico).

Al centrar la atencion en la condicién, observamos la relacion entre la
incognita y los datos, lo que lleva a considerar cuatro casos posibles respecto
a las posiciones relativas de la incégnita con cada una de las circunferencias
exteriores dadas:

2 El examen de posibilidades consiste en descomponer el dominio de objetos a los que se refiere el
problema mediante una particion y resolver el problema para cada una de las partes.
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1. La circunferencia es tangente exterior con ambas circunferencias dadas

(figura 1a).

2. La circunferencia es tangente interior con ambas circunferencias dadas

(figura 1b).

3. La circunferencia es tangente exterior con Gy(0, Ri) y es tangente interior

con Glo, Ry) (figura 1c).

4. La circunferencia es tangente exterior con G0, Ry) y es tangente interior

con Gloy, R) (figura 1d).

Las consideraciones anteriores llevan a formular una serie de problemas
que se generan a partir de las distintas alternativas mencionadas, las cuales
sintetizamos en el diagrama de la figura 2, y cerramos esta fase de comprension
al identificar el conjunto de problemas asociados a la situacion.
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) __ Ri=R
a. Centros alineados: 0 € 010;

1. Clo, R) es tangente exterior con G(0y, Ry) Ri# R
y Glo, R) ) o R =R
b. Centros no alineados: o & 010; R # R
a. Centros alineados: o € 010; Ri=R
2. C(0, R) es tangente interior con G0y, Ri) R # R
y Gloy R) ) _ R =R
b. Centros no alineados: o & 010; R %R
a. Centros alineados: o € 010, Ri=R,
3. Clo, R) es tangente exterior con Ci(o, Ry) Ri# R
e interior con Gy(02, R) ¢ ) - R=R
b. Centros no alineados: o & 010; R # R,
a. Centros alineados: 0 € o107 Ri=R
4. C(o, R) es tangente interior con G0y, Ry) Ri# R
e exterior con G0, Ry) R =R

b. Centros no alineados: o & 010,
R #R

Figura 2

ELABORACION Y EJECUCION DEL PLAN

Ambas fases se desdibujan en la situacion abierta y estarian vinculadas a
cada uno de los problemas incluidos en ella. Abordamos entonces el estudio
desde cada problema, considerando los métodos heuristicos que subyacen en
su resolucion.

Tal como anticipamos al describir los referentes tedricos, en particular vamos
a recurrir al Método de andlisis-sintesis para organizar el recorrido por estas dos
fases. En consecuencia, la fase de elaboracion estara centrada en el andlisis y
la ejecucion, en llevar a cabo la sintesis.

En esta presentacion, las figuras de andlisis estan hechas en computadora
en lugar de a mano alzada para lograr mayor claridad y facilitar la lectura vy,
ademas, se deja de lado la sintesis que llevaria a hacer efectiva la construccion.

182 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2015



Liliana Siferiz y Trinidad Quijano

Figura 3. Figura de analisis correspondiente al caso 1y centros alineados

1. Construir una circunferencia tangente exterior con Gi(0, R1) y G(02, R2)

1.a Centros alineados
Damos el problema por resuelto y dibujamos una figura de analisis, donde Py
g son los puntos de tangencia (figura 3).
El problema requiere encontrar el centro de la circunferencia que cumple
con las condiciones enunciadas, a partir del cual queda determinado el radio.
La figura 3 nos permite observar, por un lado, que el centro (o) de la circun-
ferencia buscada debe estar en la linea de los centros y, por el otro, que debe
equidistar de los puntos de tangencia. Por tanto, el centro se encuentra en dos
lugares geométricos especificos: la recta 0,0; y la mediatriz del segmento pg(Mg).

010, — RIR,
—

En el caso de ser iguales los radios de las circunferencias iniciales, la media-
triz implicada (Mg) coincide con la mediatriz del segmento determinado por o;

010; — RIR,
y 0, (Ms7), donde R = %

En Ia resolucion de este problema subyace un método:

La solucion es la circunferencia C(o,R), donde R = % =
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Método de los dos lugares

1. Reducir el problema a la construccion de un punto.

2. Dividir la condicién en dos partes de modo que cada parte suministre
un lugar geométrico para el punto incognita; cada lugar debe ser cir-
cular o rectilineo.

En el segundo paso del método, se incluye una caracteristica esencial de
los lugares geométricos?® por considerar, estos deben ser circulares o rectilineos,
lo cual es una restriccion que resulta previsible en el mundo de la regla y el
compas.

El método presentado va mas alla de este problema y resulta de gran utilidad
en la resolucién de una extensa gama de problemas de construccion.

Cabe senalar la potencialidad de la figura de analisis para indagar las rela-
ciones entre datos e incognita; en particular, permite visualizar tanto el punto
incognita como los lugares geométricos involucrados, con lo cual sélo restaria
realizar la construccion.

1.b Centros no alineados
El valor del radio R en la alternativa anterior lleva a anticipar que, para que exista
00 - R+ R
5 .

Partimos de la figura de analisis, en la que inicialmente volcamos los datos
y dibujamos la incognita (figura 1a). La observacién de esta figura nos lleva a
introducir en ella elementos auxiliares tales como el segmento 0,0; asi como
los segmentos que unen el centro buscado con los centros dados. Podemos
visualizar el triangulo 0,00, figura auxiliar que es util para la resolucion. El
problema se transforma en construir dicho triangulo y, puesto que contamos
con un método, trataremos de utilizarlo. Por tanto, reducimos el problema a la
determinacion de un punto (o) e intentamos encontrar los lugares geométricos
que nos llevan a delimitarlo (figura 4).

solucion, deberia cumplirse R =

3 Siguiendo a Polya (1962-1965), en este trabajo el término “lugar’ significa esencialmente lo mismo
que el término “conjunto’; definimos el conjunto (o lugar) enunciando una condicién que sus elementos
(puntos) deben satisfacer, o una propiedad que estos elementos deben poseer. Cuando no disponemos
de informacion respecto a qué propiedad caracteriza a los elementos de un cierto conjunto (S), diremos
que “los elementos del conjunto S tienen la propiedad de pertenecer a S, y satisfacen la condicion de
que pertenecen a S'.
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C( 0, R,+R)

Figura 4. Figura de analisis correspondiente al caso 1y centros no alineados

Observamos que para un radio arbitrario R la condicion requiere:
o€ CGlo, Ri+R N o€ Gloy, R + R

Por tanto, [0, 0’} = G (0, R + R N G (05, R + R

Con lo cual, para cada valor de R habra dos soluciones: C(o,R) y C(0’,R).

Habiendo culminado el andlisis, restaria realizar la sintesis, con lo cual, al
recorrer el camino inverso y partir de los datos, quedaria(n) por construir la(s)
circunferencia(s) buscada(s).

AEn el caso de que las circunferencias dadas fueran congruentes, el triangulo
0100; seria isosceles y el centro se hallaria de manera analoga.

Tal como se viene haciendo hasta ahora, continuamos atendiendo las
demas alternativas considerando los métodos heuristicos anteriores, utilizando
el andlisis-sintesis para organizar el proceso de resolucion y el método de los
dos lugares como plan para obtener la solucion. En cada caso, presentamos el
andlisis y mostramos cémo quedarian plasmados los pasos del método de los
dos lugares, dejando de lado la sintesis o construccion efectiva de la circunfe-
rencia buscada.
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Figura 5. Figura de andlisis correspondiente al caso 2 y centros alineados

2. Construir una circunferencia tangente interior con Gi(0, R1) y G(02, R2)

2.a Centros alineados o
Sean py g puntos de tangencia, pg = 010; + Ry + R, (figura 5).
Condicion: 0 € 010; A 0 € Mg

. {o} = 010, N Mg
010, + R+ R

La solucion es la circunferencia C(o,R), donde R = 5

2.b Centros no alineados

Puede observarse que, para que exista solucion, deberia cumplirse R =
00 + R+ R,

—————(figura 6).

2
Condicion para un R arbitrario: 0 € Gilo, Ri — R) A 0 € Gloy, R— R)

. {00} = Glo, R— R) N Glo, R— R)

Para cada valor de R habrd dos soluciones: C(o,R) y C(0',R).
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Figura 6. Figura de andlisis correspondiente al caso 2 y centros no alineados

3. Construir una circunferencia tangente exterior con C(01, Ry)
y tangente interior con G,(0;, R2)

3.a Centros alineados
Sean py g puntos de tangencia (figura 7).
Condicién: o € (0102) A 0 € Mg

. {o} = 010; N Mg

00, + R —R;

La solucion es la circunferencia C(o,R) donde R =

3.b Centros no alineados
Puede observarse que, para que exista solucion en este caso, deberia cumplirse

R= 00T R R +2R2 R (figura 8).
Condicion para un R arbitrario: 0 € G(o, R+ R) A 0 € Gloy, R— R)

. {00’} = Glo, R+ R) N Glo, R— R)

Para cada valor de R habrd dos soluciones: C(o,R) y C(0’,R).
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Figura 8. Figura de analisis correspondiente al caso 3y centros no alineados
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4. Construir una circunferencia tangente interior con G (01, Ry)
y tangente exterior con G0z, R;)

Este caso es similar al anterior, la figura de analisis nos permitiria observar que,
en el caso de centros alineados, estarian involucrados los mismos lugares geomé-
tricos que en 3.a para hallar el centro buscado. Y en el caso de centros no alinea-
dos, 0y 0’ se hallarian en la interseccion de las circunferencias G(oy, R — Ri)
y Cz(Oz, R+ Rz)

A diferencia de las fases de elaboracién y ejecucion, en las que hemos
puesto el acento en los métodos, ahora desviaremos la atencion al estudio de
las soluciones halladas y al planteamiento de nuevos problemas.

VISION RETROSPECTIVA

Esta fase consta de una mirada hacia atras y otra hacia adelante, de revision y
extension. Para organizarla, consideramos los aportes tedricos ya mencionados
para promover instancias de planteamiento de problemas. Por un lado, la revision
esta marcada por una vuelta hacia atras en la que se formulan preguntas gene-
rales que llevan a considerar todos los problemas en conjunto y plantear nuevos
interrogantes a partir del examen de la solucién. Por otro lado, la extension
consiste en mirar hacia adelante y examinar problemas que pueden generarse
a partir de cambiar los datos, la incdgnita o la condicion y el efecto que tiene
hacerlo, buscando argumentos para explicar lo que ocurre.

1. Revision

En los distintos problemas asociados a la situacion abierta y con el proposito
de promover nuevos cuestionamientos y exploraciones, cabe hacerse preguntas
generales para la elaboracion de conjeturas y su validacion, tales como: éQué
caracteristicas tienen las soluciones en cada caso? ¢Como variara la ubicacion
del centro cuando varfa R? ¢Qué caracteriza al conjunto de puntos formado
por dichos centros? ¢Hay alguna relacién entre las soluciones halladas en los
distintos casos?

Comenzando con el caso 1, donde la circunferencia buscada es tangente
exterior a las dadas y atendiendo al caso particular Ry = Ry, podemos observar
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Figura 9. Figura de analisis correspondiente al caso 1, centros no alineados
y radios iguales

en la figura de analisis (figura 9) que el triangulo 01302 es isosceles, donde o
es el vértice opuesto a la base 010; y que, al variar R los centros de las circun-
ferencias buscadas estan en la mediatriz del segmento 0,0,

Para el caso genérico R # R, las respuestas no son inmediatas, ya que ni
la figura de analisis ni la propia construccion con instrumentos de geometria
nos dan algun indicio para caracterizar al conjunto de puntos formado por
los centros. Por esta razon, introducimos el recurso tecnologico para facilitar la
elaboracion de conjeturas y la exploracion de las caracteristicas de las posibles
soluciones. Hay diferentes softwares de geometria dinamica tales como Cabri,
SketchPad, Geogebra, entre otros, que pueden utilizarse con este propdsito.

Atendiendo al andlisis ya presentado correspondiente a este caso (figura 4),
realizamos la sintesis valiéndonos de Geogebra y, al hacer esta construccion,
quedan determinados los dos centros de las circunferencias buscadas para un
radio arbitrario R
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Figura 10. Construccion con Geogebra correspondiente al caso 1

El programa permite visualizar los posibles centros al variar el valor de Ry
una de las maneras de hacerlo es activando la herramienta “rastro” sobre los
puntos oy o’ (figura 10).

La observacion de una curva en pantalla, correspondiente a la ubicacion de
los centros, nos lleva a realizar diversas conjeturas respecto a la identificacion
del lugar geométrico involucrado. Podemos seqguir explorando en la busqueda
de nuevas pistas, modificar los radios de las circunferencias dadas y evaluar los
efectos que provocan tales cambios en dicha curva, y luego llegar a dilucidar
que esta corresponderia a la rama de una hipérbola.

Este hallazgo se traduce en una nueva reformulacion de la tarea, que
consiste en caracterizar a este lugar geométrico, realizando la validaciéon corres-
pondiente. Por tanto, el préximo paso sera la determinacion de los focos y del
segmento diferencia de la conica en cuestion. En esta direccidon, podemos pen-
sar en asociar los centros de las circunferencias dadas, o1y 0, con los focos de
la supuesta hipérbola. Ahora el problema radica en probar que la diferencia de
las distancias de oy o' a cada uno de los centros dados es constante:

0 +R
007 +R
00; — 001 =R, + R— R + R=R, — R = k (constante)

01

|
z| %
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Andlogas relaciones se cumplen con o', por tanto, el lugar geométrico del
centro de la circunferencia buscada cuando varia R es una rama de hipérbola

de focos 01y 0, y segmento diferencia R, — Ry, con lo cual se valida la conjetura.

Si consideramos el caso 2, donde la circunferencia buscada es tangente interior
a las dadas y recurrimos nuevamente a Geogebra, observamos que, al variar el
radio R también los centros se encuentran en una rama de hipérbola. Al hacer
la validacion, se puede constatar que el lugar geométrico implicado es la otra
rama de hipérbola correspondiente al primer caso.

00 =R—R
00;,=R—-— R
00— 00,=R—R —R-R=R-R = K(constante)

Asimismo, si los radios de las circunferencias iniciales son iguales, los cen-
tros de las circunferencias pertenecen a la mediatriz de 010..

De manera similar, si hacemos la construccion en Geogebra para los casos
restantes, donde la circunferencia buscada es tangente interior a una de las dadas y
exterior a la otra, se puede concluir que los centros de las circunferencias pertenecen
a una hipérbola cuyo segmento diferencia es R, + Ry (figura 11).

En sintesis, el lugar geométrico de los centros involucrados en la situacion
abierta corresponde a ramas de hipérbolas cuyo segmento caracteristico es la
suma o diferencia de los radios de las circunferencias dadas. En particular, si
las circunferencias iniciales son congruentes, en los dos primeros casos dicho
lugar pasa a ser una recta: la mediatriz del segmento determinado por los
centros dados.

Figura 11. Construcciones en Geogebra de los casos 3y 4
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2. Extension

Con el proposito de sequir generando nuevos problemas a partir de esta situa-
Cion abierta, exploramos posibles cambios en sus partes principales a través de
la pregunta {qué pasaria si..? El planteo de esta cuestion de manera sistematica
nos lleva a examinar el efecto de hacer modificaciones en los datos, las condi-
ciones o la incognita y producir explicaciones en tal sentido. Como ya hemos
mencionado, los problemas de Apolonio son una fuente importante de proble-
mas abiertos vinculados a la situacion presentada, los cuales también podrian
considerarse al realizar su extension.

A continuacién, presentamos algunos ejemplos de enunciados que resultan
de modificar las partes principales de la situacion abierta, dentro de los cuales
quedan incluidos algunos de los contemplados por Apolonio.

a) ¢{Qué sucederia si cambiamos los datos?
Pi: Trazar una circunferencia tangente a una recta A y a una circunferen-
cia C(o,R) en un punto p de esta (alternativas asociadas al problema 8 de
Apolonio)*
P, Construir una circunferencia tangente a tres circunferencias exteriores
(problema 10 de Apolonio).

b) éQué pasaria si cambiamos la incognita?
Ps: Construir una recta tangente a dos circunferencias exteriores.
P.: Dadas dos circunferencias exteriores, construir un trapecio circunscripto
a una de ellas donde uno de sus lados es tangente a la otra.

¢) &Y si cambiamos la condicién?
Ps: Dadas dos circunferencias exteriores, construir una circunferencia tan-
gente a una de ellas y cuya drea duplique al drea de la otra.
Pe: Dadas dos circunferencias exteriores, construir una circunferencia
homotética a ellas y de radio R.

A MODO DE CIERRE

La situacion abierta propuesta nos ha permitido poner de manifiesto dos méto-
dos que pueden emplearse para resolver una variedad de problemas de cons-

* Problema 8 de Apolonio: trazar una circunferencia que pasa por un punto y es tangente a una
recta y a una circunferencia.
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truccion, asi como también diferentes estrategias que pueden surgir a través de
un proceso de exploracion, tales como considerar casos particulares, generalizar,
examinar distintas posibilidades, conjeturar y validar, entre otras.

La consideracion de las fases como medio de organizacion del proceso de
resolucion y el acento puesto en el planteamiento de problemas constituyen
los otros dos pilares sobre los que realizamos el estudio que aqui se informa. Los
senalamientos e interpelaciones que lo conforman responden al propdsito de
construir ambientes de aprendizaje que estimulen la produccion de conjeturas
y su validacion, 1a generacion de nuevos problemas a partir de uno inicial y la
integracion de distintos contenidos escolares.

Surgen naturalmente algunas implicaciones para la practica docente que
atanen a los elementos que habria que atender al organizar la ensefanza de
resolucion de problemas a partir de las construcciones geométricas, movilizando
el razonamiento argumentativo desde el conocimiento de las figuras.

Esperamos poder aportar una perspectiva de trabajo que lleve a conceptuali-
zar los problemas como oportunidades para extender o formular nuevos proble-
mas y poner en juego tareas propias del quehacer matematico, especificamente
aquellas de caracter heuristico, para resignificar los contenidos geométricos de
acuerdo con los actuales enfoques disciplinares y didacticos.
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Probabilidad en el camino de una hormiga:
una propuesta de ensenanza con uso
de metaforas

Gamaliel Cerda-Morales

Resumen: Basado en la teoria de Lakoff y Nunez (2000) sobre “‘De dénde vie-
nen las matematicas?’, este trabajo muestra algunas reflexiones sobre los fend-
menos relacionados con el uso de metaforas en el aprendizaje de las matematicas.
En particular, se propone un ejemplo concreto de modelizacion matematica que
permite explicar como puede sustentarse la construccion del concepto “probabi-
lidad” mediante el uso de metaforas que existen en el discurso del profesor.

Palabras clave: educacion, matemdticas, metaforas, ciencias cognitivas,
modelizacion.

Probability in the way of an ant: a proposal for teaching use of metaphors
Abstract: Based on the theory of Lakoff and Nuinez (2000) on “Where mathemat-
ics comes from?’, this work shows some reflections on the phenomena related to
the use of metaphors in the learning of mathematics. In particular, we propose
a concrete example of mathematical modelling to explain how the construction
of the term “probability” may be supported by the use of metaphors that exist in
the teacher's speech.

Keywords: education, mathematics, metaphors, cognitive sciences, modelling.

INTRODUCCION
La teorfa sobre “De donde vienen las matematicas?”, propuesta por Lakoff y
Nunez (2000), hace énfasis en el estudio de los procesos cognitivos que ponen

en juego quienes aprenden las matematicas. La principal tesis que construyen los
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autores afirma que el origen de las estructuras matematicas que construyen
las personas, y tambien las que se construyen en instituciones, se encuentran
en los procesos cognitivos cotidianos como son la percepcion, la memoria y el
pensamiento metaférico. Segun estos autores, dichos procesos permiten explicar
como la construccion de los objetos matematicos esta sostenida por la forma en
que se relacionan el cuerpo humano y los objetos de la vida cotidiana.

Desde lo abstracto, las metaforas se caracterizan por construir un puente con-
ceptual entre un dominio de partida y un dominio de llegada que permite pro-
yectar propiedades del dominio de partida en el de llegada. Soto-Andrade (2006)
pone énfasis en el transito del modo cognitivo verbal-secuencial, dominante en
la ensenanza de la matematica, a otros modos cognitivos menos habituales,
eventualmente no verbales y no secuenciales, que deben ser en medida estimu-
lados en el aprendizaje actual de las matematicas. Se propondra un ejemplo en
este trabajo con el fin de evidenciar que las metdforas crean una cierta conexion
que permite que se trasladen una serie de caracteristicas y estructuras desde
un dominio concreto a otro mas abstracto. Ahora bien, las metaforas sélo dejan
ver un aspecto del dominio de llegada que de ninguna manera constituye su
totalidad; en este sentido, nos sirven para mostrar el aspecto que deseamos
evidenciar y ocultar otros, de los cuales muchas veces ni siquiera somos cons-
cientes. Entre sus funciones, la metafora permite conectar diferentes sentidos y
ampliar el significado que tiene para una persona un determinado objeto, en
nuestro caso, un objeto matematico.

Primero, asumimos la interpretacion de la metafora como la comprensién de un
dominio en términos de otro y proponemos un ejemplo concreto de modelizacion
que permite conocer la naturaleza del concepto probabilidad y abordar su ense-
fanza en la educacion secundaria (16-17 anos) mediante el uso de metaforas en
el discurso del profesor.

METAFORAS CONCEPTUALES

Nuestra representacion concreta del mundo esta siempre influida por las meta-
foras que inyectamos en él, casi siempre de una manera inconsciente (Acevedo,
2005). La mayor parte de los seres humanos conceptualizamos cosas abstractas
en términos de cosas concretas. Una posible explicacion de estas metaforas,
llamadas metaforas conceptuales, es que se sustentan en las experiencias que vive
nuestro cuerpo para relacionarse con su entorno fisico y cultural. En este sen-
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tido, Lakoff y Nunez (2000) distinguen dos tipos de metaforas que se observan
comunmente en matematicas y cuyo dominio de llegada podria estar dentro o
fuera de ellas.

* Las metaforas de anclaje (grounding metaphores) son las que tienen
su dominio de partida dentro de las matematicas, pero su dominio de
llegada fuera de ellas. Por ejemplo: “las clases son contenedores’, “los
puntos son objetos’, etcétera.

* Las metaforas de vinculacion (linking metaphores) tienen su dominio
de partida y de llegada en las mismas matematicas. Por ejemplo: ‘“los
numeros reales son puntos de una recta’, “las funciones de proporcio-

nalidad directa son rectas que pasan por el origen del planao’, etcétera.

La importancia que tiene el pensamiento metaférico en la construccién del
significado de los objetos matematicos es reconocida en didactica de las mate-
maticas y es el origen de una teoria sobre las matematicas propuesta por Lakoff
y Nunez (2000). Seguin este punto de vista, el aprendizaje de las matematicas
se ubica en las ideas de las personas, no en las demostraciones formales, axio-
mas y definiciones. Es comun en la ensefanza tradicional de las matematicas
evaluar métodos, algoritmos y aplicacién de féormulas simples y complejas; sin
embargo, mientras mas aprendemos del origen de las matematicas, mas enten-
demos que su ensenanza debe advertirse desde el aspecto cognitivo del sujeto
que las aprende (Sfard, 1997; Varela, Thompson y Rosch, 1998), y aqui, las meta-
foras que tienen mayor impacto cognitivo involucran un cambio significativo en
el modo de pensar del estudiante.

Durante la ultima década se ha tomado progresivamente conciencia del
hecho de que las metaforas no son solo artefactos retéricos, sino potentes herra-
mientas cognitivas que nos ayudan a construir y aprender nuevos conceptos
matematicos, asi como a resolver problemas de manera eficaz y amigable para
el estudiante (Acevedo, 2005; Araya, 2000; Dubinsky, 1999; Duval, 1995; Johnson
y Lakoff, 2003; Lakoff y Nunez, 2000).

Se reconoce la existencia de metaforas conceptuales que son transformacio-
nes o ‘mapeos’ de un dominio ‘fuente” a un dominio “objetivo” que transportan
las caracteristicas deducidas del primero en las del sequndo y nos permiten
entender el segundo, por lo general mas abstracto y opaco, en términos del
primero, mas “aterrizado” y transparente. Por lo demas, el término “‘metafora” se
utiliza actualmente en un sentido cada vez mas laxo como sinonimo de “repre-
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sentacion” y “analogia” (Palmquist, 2001). En este sentido, la ‘representacion”
traslada caracteristicas de un dominio mas abstracto a uno mas transparente,
y una ‘analogia” lo hace entre dominios iguales.

PROPUESTA DE METAFORAS EN LA ENSENANZA DE PROBABILIDADES

La probabilidad es esencial para preparar a los estudiantes, puesto que el azar
y los fenémenos aleatorios impregnan nuestra vida y nuestro entorno (Bennet,
1998). Por otro lado, la cultura en probabilidad (Gal, 2005) requiere no sélo
conocimientos, sino actitudes que lleven a los estudiantes a interesarse por
mejorar su conocimiento, incluso finalizado su aprendizaje en la escuela o uni-
versidad. Si bien la ensefanza de las probabilidades tiene por objetivo lograr que
el estudiante sea capaz de obtener la frecuencia de algun suceso determinado
mediante la realizacion de un experimento aleatorio del que se conocen todos
los resultados posibles y bajo condiciones suficientemente estables, muchas
veces no se cuenta con todas las herramientas para predecir la ocurrencia de
cierto suceso en el futuro.

Este trabajo presenta un ejemplo concreto en la ensenanza del concepto
‘probabilidad” que permite evidenciar como un enunciado, que resulta a priori
complejo y abstracto para estudiantes de secundaria (16-17 afos), puede visua-
lizarse de manera mas ‘sencilla” y transparente mediante el uso de metaforas
en el discurso del profesor. Y mdas aun, como podemos advertir a través de ellas
caracteristicas mucho mas familiares para el estudiante que lo incentiven a
resolver la problematica.

Ejemplo

Una hormiga se pasea alegremente por un
tetraedro de alambre, eligiendo, cada vez
que llega a un vértice, cualquiera de las tres
aristas a las que esta conectado, con igual
probabilidad. Ademas siempre recorre cada
arista “de un tirén’, sin detenerse o cambiar
de direccion a mitad de camino.

Figura 1. La hormiga en los
vértices del tetraedro regular
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Si la hormiga se encuentra inicialmente en el vértice A del tetraedro (como
indica la figura 1) édénde estard después de recorrer una arista, dos aristas, tres
aristas? ¢Dénde estard después de recorrer m aristas? éDénde estard al cabo de
recorrer muchisimas aristas? éA qué vértice(s) conviene mds apostar con el tiempo?

Por otro lado, podemos representar el mencionado paseo al azar, por una
reparticion iterada de fluido; por ejemplo, jugo de naranja entre cuatro amigos,
que comienza cuando uno de ellos reparte un litro de jugo a los otros tres que
no tienen nada, y luego cada uno de ellos hace lo mismo con los otros tres, y
asi sucesivamente. Esto es, si ya entendemos en alguna medida lo que es un
paseo al azar. Pero si estamos recién descubriéndolo o construyéndolo, diriamos
que la reparticion de jugo es una metafora del paseo al azar de la hormiga.
De esta manera, podemos determinar de manera cuantitativa la presencia de la
hormiga en los vértices del tetraedro, un juego abstracto si no se recurre a las
metaforas. No olvidemos que no se trata de una metafora de la metafora, sino
de lograr una ‘analogia” en el dominio de partida que nos permita descubrir
mas caracteristicas en la propuesta disenada.

Soto-Andrade (2007) se refiere a las metéforas de los paseos al azar para un
poligono regular (especificamente un triangulo equilatero). Utilizando la notacion
de este autor, este trabajo generaliza los paseos 0 caminatas a un poliedro regular
en tres dimensiones, evidenciando ciertas variantes que, desde el discurso del
profesor, podrian mejorar la ensefnanza-aprendizaje del concepto probabilidad.
A continuacion, los abordajes metaféricos de nuestra problematica:

La metdfora salomoénica ve a la hormiga partida en tres porciones en el
primer paso, donde cada tercio de hormiga aterriza en uno de los tres veci-
nos inmediatos, y asi en cada paso de manera sucesiva. Van apareciendo asi
pedacitos de hormiga en cada vertice del tetraedro, que podemos ir anadiendo
facilmente paso a paso, para calcular la porcion de hormiga presente en cada
vértice después de m caminatas. Natese que esta metafora facilita el descubrimiento
de la analogia entre el paseo de la hormiga y la evolucion de un mercado de
consumidores (en iguales condiciones) disputado por cuatro productores. En
este caso, la probabilidad de encontrar a la hormiga en cierto vértice resulta ser
la parte del mercado controlada por un productor.

La metdfora hidrdulica ve el calculo de las probabilidades en cuestion como
el flujo o escurrimiento de un litro de fluido probabilista por una red de man-
gueras, con reparticion equitativa en cada bifurcacion. Asi, 1a reparticion de un
litro de jugo de naranja entre cuatro personas no se trata de una metafora de
los paseos al azar, sino mas bien de una representacion concreta de éste.
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La metdfora frecuentista ve un enjambre de hormigas que parte del vertice
dado y se divide en tres partes iguales entre los tres vecinos, cada vez. Si se consi-
dera m = § por ejemplo, astutamente soltamos 3% = 6561 hormigas, que se iran
repartiendo por tercios en los veértices del tetraedro. Basta ir registrando la cantidad
de hormigas que van llegando a cada vértice hasta la octava bifurcacion. El porcen-
taje de hormigas que llego a cada vértice da entonces la probabilidad de presencia
de la hormiga aleatoria original en ese veértice, al cabo de la octava caminata.

Finalmente, en la metdfora platénica, que es cuando se lanza una moneda
de tres caras (si existiese una), donde cada cara cae una vez con igual probabilidad,
la hormiga tira una moneda de tres caras para elegir el camino que tomara
en el tetraedro. Asi, las probabilidades se asignan o calculan como frecuencias
relativas de una estadistica platonica.

UNA SOLUCION METAFORICA AL PROBLEMA

La probabilidad de encontrar a la hormiga en el vértice A del tetraedro regular,
denotada por P(A), se observa en el cuadro 1 para las primeras cinco caminatas
de la hormiga.

Utilizando la metadfora salomdnica, podemos asegurar que la evolucién del
mercado tiende a equipararse y, por tanto, los cuatro productores obtienen la
misma ganandia. En el caso de la hormiga y verificando los valores del cuadro 1,
su presencia en los vértices del tetraedro tiende a equipararse igualando el
valor 0.25. En breve, se requiere un argumento matematico para verificar dicha

Cuadro 1. Probabilidades en la metafora platonica

Caminata P(A) P(B) P(O) P(D)
0 1/1 0/1 0/1 0/1
1 0/3 1/3 1/3 1/3
2 3/9 2/9 2/9 2/9
3 6/27 7/27 7/27 7/27
4 21/81 20/81 20/81 20/81
5 60/243 61/243 61/243 61/243
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Tabla 2. Probabilidades de estar en el vértice B
Caminata 0 1 2 3 4 5
P(B) 0 1/3 2/9 7/27 20/81 61/243

afirmacion, la cual resulta ser mucho mas abstracta para el estudiante que aun
no conoce conceptos como “sucesion numérica” o ‘“limite”.

Entre aquellas deducciones que el alumno podria advertir del cuadro 1, esta
la suma de las probabilidades de presencia en los vértices igual a 1, que podria
llamarse ‘ley de conservacion de la hormiga’, nada se origina ni se destruye,
todo se transforma. Mas concreto adn, la presencia de la hormiga en el vértice
B esta dada en el cuadro 2.

De donde se observa que el denominador es potencia de 3,y el numerador,
un término de la sucesion numérica (0, 1, 2, 7, 20, 61..). La tarea matematica
serd tratar de definir una recurrencia en la sucesién anterior, algo que a priori
resulta inalcanzable para el nivel en el que se ha disenado la propuesta. Pero,
équé tan complejo puede ser, si se advierte una relacion lineal entre las P(B), a
medida que aumenta la caminata de la hormiga?

Si denotamos P(A) = a,/3™y Pr(B) = b,/3™. la probabilidad en la caminata
m-ésima de la hormiga, por ley de conservacion, tenemos Pn(A) + 3P,(B) = 1, pues
la probabilidad de encontrar a la hormiga en los vértices B, Cy D es la misma.
En particular, an + 3b, = 3™ Ademds, desde el cuadro 1, se tiene ap — by =
(=1)™. Al resolver el sistema de ecuaciones con dos incognitas, la sucesion b_{m]
es (3™ —(—1)™/4, para todo numero natural my la probabilidad de estar en el
vértice B es Py(B) = (1—(=1/3)"/4 y, por tanto, P(C) = P(D) = (1—(—1/3)")/4. Al
usar la ley de conservacion, la probabilidad de encontrar a la hormiga en el
vértice A es P(A) = (1 + 3(=1/3)")/A.

Como hemos advertido, el alumno podria resolver el problema haciendo
uso de los sistemas de ecuaciones lineales. Sin embargo, aun no es claro cémo
podria advertir las variables que estan en juego desde el cuadro 1. Alli el profe-
sor juega un papel importante, pero nuestro objetivo es explicar el problema de
manera que los alumnos recurran a las metaforas y obtengan desde alli datos
mas sencillos con los cuales poder resolverlo.

Para Lakoff y Nunez, el uso de metaforas es fundamental en la comprension
de cualquier tema vy, por tanto, en su explicacion. Ahora bien, también puede
haber causas relacionadas con las matematicas, ya que el calculo de probabili-
dades necesita, ademas de una descripcion en términos globales, la introduccion
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de conceptos locales, como la distribucion muestral, que simplificaria el estudio
azaroso de la hormiga. Estos conceptos locales presentan una gran dificultad
para los alumnos, motivo por el cual, a mi entender, hay profesores que los
dejan en un segundo plano y prefieren utilizar una tabla de datos que muchas
veces resulta ser un recurso fructifero en el salén de clases.

Notese que, para ensenar un contenido abstracto, es importante el uso de
material concreto, y aqui desempenan un papel fundamental las metaforas.
Segun Johnson y Lakoff (2003), los estudiantes que han suprimido parte de su
infancia tendran mayor dificultad para aprender los conceptos abstractos; y en
este camino, las metaforas no tendran un suelo fértil para florecer.

Batanero (2000) establece que el acercamiento del alumno hacia la cons-
truccion del significado de la probabilidad en el aula debe considerar la simula-
cion manipulable con lapiz y papel para muestras pequenas. Este juicio permite
verificar si existe un terreno fértil para que la metdfora probabilistica pueda
florecer en el estudiante. En nuestro caso, este efecto proporciona mas que una
herramienta, un terreno infértil si el profesor no es capaz de suministrar los
recursos Utiles para desarrollar los contenidos que el alumno debe adquirir. Por
ejemplo, si el objetivo es que el alumno aprenda sobre sistemas de ecuaciones
lineales, la probabilidad como concepto resulta innecesaria sin el uso de meta-
foras. Mientras mas asimila las analogias del paseo, mejor es su aprendizaje de
la evolucion de la caminata azarosa de la hormiga.

Si el profesor plantea en su discurso un tipo de metafora salomonica o
hidraulica, podria inducir al alumno a entender la probabilidad como una parte
de la hormiga determinada sobre los vértices en el camino que recorre o parte de
un fluido que transita por una red de mangueras. Palabras como ‘la hormiga
se particiona’, “el liquido se reparte de manera equitativa” pueden producir este
efecto en el alumno. Para Lakoff y Nufez (2000, p. 38) esta es una poderosa
metafora utilizada muy a menudo por los profesores en todos los niveles de
ensenanza. En dicha metafora se sugiere una organizacion espacio-temporal,
se tiene un origen (“de”), un camino (“pasa por’, “aqui’, “en su caminata’), y un
fin (“a”, *hasta’, “dénde estard”) y ademas se contempla algo que se mueve y que
se puede localizar en un momento dado (los vértices en el camino).
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EL PAPEL DE LA METAFORA EN LA NEGOCIACION DE SIGNIFICADOS

En su discurso, el profesor tiene por objetivo recordar el concepto “punto de
partida” y los posibles caminos por seguir desde ese punto de partida. En el
paseo al azar, el profesor propone un primer ejemplo breve con el uso de una
moneda; en este sentido, el profesor introduce la formulacion: la probabilidad de
obtener cara o sello es la misma. Esta formulacion resulta mas operativa para
el calculo de una probabilidad, ya que facilita entrar en un ‘juego de lenguaje’
que permite llegar a un consenso sobre cuales son las reglas del juego. Un
caso especial resulta si ya no tenemos una moneda y el dominio de aplicacion
se incrementa en tres posibles opciones.

A continuacion, algunas indicaciones que podrian orientar el discurso del
docente al tratar esta problematica en el aula, con ella se pone en juego el
siguiente lenguaje:

* Introduccion de un elemento genérico. EI profesor introduce el ele-
mento genérico hormiga sobre la cual se realizaran las operaciones
indicadas en la formulacion del enunciado, mediante la frase ‘camina
a cualquiera de las tres aristas a las que esta conectada con igual
probabilidad” (senalando los caminos desde el vértice A del tetraedro
con el dedo), y después dice “‘qué ocurre en la primera caminata?’ y
espera que los alumnos mentalmente encuentren los valores para los
cuales se pueden realizar las operaciones indicadas en la formulacion
del enunciado.

Figura 2. La hormiga en el tetraedro regular

» Consenso sobre el rango de valores del elemento genérico. Los alum-
nos podrian formular hipotesis sobre el dominio hasta llegar a un

EDUCACION MATEMATICA, VOL 27, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2015 205



Probabilidad en el camino de una hormiga: una propuesta de ensefianza con uso de metforas

consenso que es aceptado por todos y, sobre todo, por el profesor. En
este caso, los alumnos podrian decir que “todos tienen probabilidad
1/3 menos el veértice A que tiene probabilidad 0" y el profesor da por
buena esta afirmacion.

En la seqgunda parte, el profesor puede reproducir el mismo juego de lengua-
je con algunas variantes. La primera variante es que, en este caso, el elemento
genérico esta en un punto de partida distinto. En efecto, en este caso el profesor
escribe 1/3 en cada vértice, salvo en A, donde escribe 0, y espera que los alum-
nos mentalmente apliquen la técnica de: 1) pensar en nuevos puntos de partida,
2) graficar los resultados en un cuadro seguin la caminata observada, 3) obser-
var que en el cuadro hay datos que se repiten y deben omitirse (la probabilidad
de estar en los vértices B, Cy D es la misma), y 4) que este razonamiento es
valido para cualquier punto de partida. La segunda variante es que, cuando
los alumnos responden “parece que tiene mayor probabilidad de estar en A", el
profesor considera ambigua esta respuesta para llegar a un consenso y decide
intervenir pidiendo a los alumnos que centren su atencién en los demas vérti-
ces, omitiendo cierta afirmacion a priori desde el vértice A.

Es importante remarcar que el consenso al que se llega podria estar expresa-
do en términos metaforicos, donde los alumnos y el profesor utilizan la expresion
‘tres vértices tienen igual probabilidad’, los alumnos lo hacen oralmente, mien-
tras que el profesor, a esta expresion oral, asocia la representacion del cuadro
originado del enunciado y también la gesticulacion sobre la parte externa de
la figura 1, moviendo la mano desde el origen a los demas vértices; con ello
hace corporal un conocimiento previo, las otras tres opciones son iguales. Asi,
el movimiento de las manos en el profesor podria dar a entender una respuesta
errada por parte del alumno; es decir, el vértice A tiene menos probabilidad de
albergar a la hormiga, ya que me ‘trasladé” desde A. Por ejemplo, Marghetis y
Nunez (2013) estudian el movimiento ficticio (o fictive motion) presente en la
ensenanza del concepto “‘continuidad” en matematicas, poniendo énfasis en las
consecuencias que puede traer el acto corporal en el actuar de quien lo ensena.

La combinacion del lenguaje dinamico y la distribucion del mercado entre
cuatro productores permiten entender el dominio del enunciado como el resulta-
do de una distribucion que verifica el principio de reparticion equitativa (lo que
matematicamente se entiende como equiprobables).

Segun Lakoffy Nufez (2000, p. 158), entendemos este caso de paseo al azar
como resultado de un movimiento sin fin que tiene un principio gracias a que
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solemos proyectar metaforicamente sobre este tipo de procesos nuestro conoci-
miento de los procesos cotidianos, que en su mayoria tienen principio y fin. Mas
aun, los procesos que contintian indefinidamente se conceptualizan metaforica-
mente como que tienen un final y un ultimo resultado. Para los autores, este tipo
de conceptualizacion es el resultado de la aplicacion de lo que ellos llaman la
metafora basica del infinito. En mi caso, y por experiencia empirica, he decidido
llamarla metafora del juicio final.

Presentamos este problema de paseos al azar como mecanismo de apren-
dizaje y ensenanza en educacion secundaria. No tan solo como forma discreta
de analizar un problema de tipo probabilistico (azaroso a priori), sino como
herramienta matematica para verificar conjeturas que suelen ser advertidas en
este tipo de contenidos en la ensefanza tradicional, ahora mediante el uso de
metaforas.

ACTIVIDADES COGNITIVAS EN EL APRENDIZAJIE

Duval (1996) distingue dos caracteristicas propias de la actividad cognitiva
involucradas en el aprendizaje de las matematicas. Por un lado, varios registros
son comunmente observados en el juego matematico y dichos objetos (mate-
maticos) no pueden ser aprendidos de manera perceptiva; surgen entonces las
interrogantes: {Como es posible aprender a pasar de un registro a otro? {Cémo
ensenamos a no confundir un objeto matematico con su representacion?

El origen de varias dificultades en el aprendizaje de las matematicas se vincula
a estas dos preguntas. Los problemas de probabilidad son ambiguos en cuanto a
la clase de validacion buscada por el profesor (por ejemplo, épuedo usar calcu-
ladora para justificar mi conclusion?). El tipo de problema y el tipo de validacion
son, ambos, parte de la responsabilidad del maestro, con el fin de hacer explicito
el contrato didactico (Brousseau, 1998).

Con base en mi experiencia personal al tratar esta problematica en cursos
de algebra y estadistica con futuros profesores y estudiantes de matematicas, el
cuadro 1 suele representar una dificultad para que el alumno pueda dar una res-
puesta correcta, ya que la probabilidad de que la hormiga esté en el vértice A no
es igual a la de encontrarse en los demas vértices, esto no solo en las primeras
caminatas, sino en todas. En este caso, el cuadro podria no ser una herramienta
eficaz para probar que la probabilidad del vértice A es igual a la de B, Cy D.

En este sentido, y desde la nocion de representacion semidtica propuesta por
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Duval (1995), los estudiantes a menudo se adhieren a un tipo de representacion
(en su mayoria “concreta”) y no se mueven a otra, aun cuando el profesor les
muestra que otro tipo de representacién es mas adecuada o eficaz. Esta falta
de flexibilidad en el movimiento de un tipo de representacion a otro se puede
interpretar como la concepcion que tienen los estudiantes de las diferentes
representaciones; en suma, para un mismo concepto matematico, sus represen-
taciones son totalmente distintas y autonomas (Anastasiadou y Gagatsis, 2007).

ALGUNAS CONCLUSIONES

El analisis de este problema metaférico-matematico ha mostrado la complejidad
que conlleva el estudio de las probabilidades y la riqueza de las variadas repre-
sentaciones que podemos realizar de la misma problematica. Se propone como
ejemplo el concepto de paseos al azar sobre un conjunto finito para mostrar
que el profesor tiene varias metaforas entre las que puede elegir, y que una sola
podria no ser lo suficientemente robusta como para representar fielmente todas
las caracteristicas de dicho concepto.

El abordaje metafdrico de esta problematica permite visualizar que la con-
cepcion “natural” de probabilidad es consistente con la idea de la probabilidad
que se entiende fuera de las matematicas, a partir de las ideas e intuiciones
basicas del estudiante. Es de relevancia destacar que esta propuesta educativa,
destinada a estudiantes de ensefanza secundaria, permite el uso de represen-
taciones, simulaciones y medios didacticos en el aprendizaje del concepto pro-
babilidad, permitiendo el florecimiento de las metaforas y el hacer cuerpo del
concepto probabilidad.

En cuanto a los procedimientos de resolucion, los problemas comunes que
se tratan en el aula son pobres al mostrar un algoritmo Unico e inclinado hacia
el calculo algebraico. Respecto al enunciado de un problema, se ha pasado en
los ultimos anos del rigor matematico actualmente a la presentacion intuitiva,
pero sigue siendo un desafio para el profesor bajar de lo abstracto del concepto
matematico al mundo cotidiano con el uso de metdforas contextualizadas y
sugeridas en la realidad.
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Politica editorial

La revista EDUCACION MATEMATICA es una publicacion internacional arbitrada que
ofrece un foro académico para la presentacion y discusion de ideas, conceptos,
propuestas y modelos que puedan contribuir a la comprension y la mejora de
la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas en diversos contextos y lati-
tudes. La revista aparece tres veces al ano y publica articulos de investigacion
y ensayos teoricos sobre temas relacionados con la educacién matematica.
Adicionalmente, difunde resenas y contribuciones para la docencia en mate-
maticas.

OBIETIVOS
EDUCACION MATEMATICA se propone:

* Actuar como un foro académico internacional en lengua espanola en el
que se discutan problematicas y hallazgos en torno a la ensenanza y el
aprendizaje de las matematicas en diferentes contextos.

* Fadilitar la comunicacion entre investigadores, estudiantes de posgrado y
maestros de matematicas.

* Promover la investigacion en educacion matematica en los paises ibe-
roamericanos.

» Colaborar en la comprension de la naturaleza, la teoria y la practica de
la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.

LECTORES

EDUCACION MATEMATICA estd dirigida a investigadores de la educacion matematica,
maestros en formacion y en ejercicio, estudiantes de posgrado, disenadores de
programas y proyectos educativos, evaluadores, administradores y cuadros téc-
nicos vinculados con la educacion matematica.

PRINCIPALES TEMATICAS

El contenido de EDucACiON MATEMATICA se orienta principalmente a los siguientes
temas:
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Educacion matematica en el nivel basico.

Educacion matematica en el nivel preuniversitario.

Educacion matemdtica en el nivel universitario.

Los sistemas educativos y las politicas educativas en educacion matematica.
Saberes matematicos y procesos de ensenanza y de aprendizaje de las
matematicas en contextos no escolares.

Historia y epistemologia de las matematicas y de la educacion matematica.

INFORMACION PARA LOS AUTORES

La revista EDUCACION MATEMATICA publica articulos de investigacion y otras
contribuciones (ensayos, resefias y contribuciones para la docencia) en
espanol, en las tematicas enlistadas en esta Politica Editorial.

Todos los escritos que se reciben se someten a un proceso de evaluacion
doble-ciego.

El Comité Editorial, con base en los resultados de la evaluacién de los
escritos, se reserva el derecho de aceptar o rechazar un material o hacer
sugerencias de correccion para su publicacion.

El Comité Editorial y la Sociedad Mexicana de Investigacion y Divulgacion
de la Educacion Matematica tendran los derechos de publicacion de los
articulos aceptados, para lo cual el autor debe firmar una licencia de
publicaciéon no exclusiva que se hara llegar a los autores una vez apro-
bada la publicacion.

PREPARACION DE LOS ESCRITOS

La revista EDUCACION MATEMATICA publica los articulos en espanol y, eventualmen-
te, articulos de investigacion en portugués.

ARTICULOS DE INVESTIGACION:
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Deberan tener originalidad y rigor, y mostrar, explicitamente, el aparato
conceptual y metodologico utilizado.

Prepararse electrénicamente, en Word o en algun otro procesador com-
patible.
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* Deberd tener un maximo de 10 000 palabras, incluidas notas, referencias
bibliograficas, tablas, graficas y figuras. Se recomienda ampliamente que
en total la extensién del articulo no sea mayor a 30 cuartillas.

* Deberd incluir, también, un resumen de entre 150 y 180 palabras en el
idioma en que se haya escrito el articulo (espanol o portugués). Ademas,
se incluird una version en inglés o francés del resumen, y cinco palabras
clave en los dos idiomas elegidos.

» En archivo aparte, debera prepararse una caratula que contenga: a) titulo
del articulo; b) declaracion de que el material es original e inédito y que
no se encuentra en proceso de revision para otra publicacion (debe men-
cionarse, explicitamente, si el material ha sido presentado previamente
en congresos y ha aparecido de manera sintética [maximo seis cuartillas]
en las memorias del mismo), y ¢) el nombre, institucion de adscripcion,
direccion electronica, teléfono, domicilio completo (incluyendo cédigo
postal) del autor o los autores.

» Las figuras, tablas e ilustraciones contenidas en el texto deberan ir inclui-
das en el archivo del escrito. En caso de que el articulo sea aprobado,
se enviaran en blanco y negro las fotografias o ilustraciones en formatos
Jjpg, tif o .eps, insertos en el documento y también en archivo aparte, con
una resolucion minima de 300 dpi.

» Debera evitarse el uso de siglas, acronimos o referencias locales que no
sean conocidas por un lector internacional; si éstas se utilizan, debera
explicitarse su significado a pie de pagina, la primera vez que aparezcan.

* Las referencias dentro del texto deben sefalarse indicando, entre parén-
tesis, el autor, ano de la publicacion y pagina o paginas (Freudenthal,
1991, p. 51).

» Alfinal del articulo se debe incluir la ficha bibliografica completa de todas
las referencias citadas en el texto de acuerdo con el siguiente modelo.

Briand, J. (2011), "El lugar de la experiencia en la construccién de las matemati-
cas en clase’, Educacion Matemdtica, vol. 23, nam. 1, pp. 5-36.

Fuenlabrada, I. (compiladora) (2008), Homenaje a una trayectoria: Guillermina
Waldegg, México, DIE-CINVESTAV/COMIE/UPN.

Stigler, J. W. y I. Hiebert (1999), The Teaching Gap. Best Ideas from the World's
Teachers for Improving Education in the Classroom, Nueva York, Free Press.

Moreno, L y J. Kaput (2005), 'Aspectos semidticos de la evolucion historica
de la aritmética y el algebra’, en M. Alvarado y B. Brizuela (compiladoras),
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Haciendo numeros. Las notaciones numéricas vistas desde la psicologia, la
diddctica y la historia, México, Paidos (Col. Educador 179).

Hernandez, S. y H. Jacobo (2011), "Descripcion de algunas tesis de maestria en
educacion matematica’, Revista Electronica de Investigacion Educativa, vol.
13, nim. 1. Consultado el 28 de marzo de 2012 en: http://redie.uabc.mx/vol
11nol/contenido-hdezjacobo.html

ENSAYOS

EDUCACION MATEMATICA publica ensayos de alta calidad con un maximo de 6000
palabras (y 12 cuartillas incluyendo imégenes y bibliografia), que aborden de
manera rigurosa y original algun tema relevante en el campo de la educacion
matematica. A diferencia de los articulos, los ensayos implican la interpretacion
de un tema desde el punto de vista del autor, sin que sea necesario explicitar
el aparato metodoldgico o documental especifico que lo sustenta, ni aportar
datos empiricos. Los ensayos se someten al mismo proceso de arbitraje que los
articulos de investigacion.

CONTRIBUCIONES PARA LA DOCENCIA

EDUCACION MATEMATICA considera para su publicacion un numero limitado de con-
tribuciones para la docencia, consistentes en propuestas originales de presenta-
cion de un tema, acercamientos novedosos que hayan sido probados en clase,
lecciones, practicas, ejercicios, puntos de vista sobre algiin material educativo vy,
en general, cualquier producto de la experiencia en el aula o de planeacion de
proyectos en educacion matematica que se considere valioso compartir con los
docentes de los distintos niveles educativos. Las contribuciones para la docencia
no deberan exceder 4 000 palabras o 10 cuartillas incluyendo tablas, graficas y
figuras, y deberan enviarse en formato Word, con los mismos lineamientos que
para la presentacion de articulos.

RESENAS
EDUCACION MATEMATICA publica también resenas de libros especializados, libros
de texto, software, tesis de doctorado y eventos relevantes relacionados con

las tematicas de la revista y que hayan aparecido recientemente. Las resenas
deben expresar el punto de vista de su autor; es decir, que no seran meramente
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descriptivas, y no excederan 2000 palabras. Asimismo, deben incluir la ficha
completa del texto o software resefiado; el nombre, institucién de adscripcion y
el correo electrénico del autor. En el caso de las resenas de tesis de doctorado,
se incluird también el grado, institucion, director de tesis y fecha de defensa.

PROCESO DE ARBITRAJE
ASPECTOS GENERALES

Todos los manuscritos recibidos estan sujetos al siguiente proceso de arbitraje.

El Comité Editorial hace una primera revision del manuscrito para verificar
si cumple los requisitos basicos para publicarse en EDUCACION MATEMATICA. Esta
revision interna se realiza en un plazo aproximado de un mes. En este término,
se notificard por correo electronico al autor si su manuscrito serd enviado a
evaluadores externos. En el caso en el que el manuscrito no se considere ade-
cuado para su eventual publicacion en Educacion Matematica, se expondran,
por escrito, las razones al autor.

ARTICULOS Y ENSAYOS

Las contribuciones que cumplan los requisitos basicos para ser evaluados seran
enviadas para arbitraje doble-ciego de al menos dos expertos en el tema. Este
proceso de arbitraje se realizara en un plazo maximo de tres meses. Después de
este periodo, el autor recibird los comentarios de los revisores y se le notificara
la decision del Comité Editorial: Aceptado en su version original, Aceptado con
modificaciones menores, Aceptacion condicionada a incorporacion de modifica-
ciones mayores, 0 Rechazado.

El autor debera responder electronicamente si estd de acuerdo o no en
elaborar una segunda version de su contribucion, incorporando los cambios
propuestos. La version revisada, que incluya una relacion de los cambios
efectuados, debera enviarse en un periodo no mayor de tres meses. Si el autor
0 autores envian su segunda version en un plazo mayor al estipulado, el
escrito sera considerado como Nueva contribucién, y se reiniciara el proceso
de arbitraje.

En e | caso en que un arbitro apruebe una contribucion con modificacio-
nes menores y otro la rechace, la contribucion se enviara a un tercer revisor.
Prevalecera la opinion de dos, de los tres arbitros.
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CONTRIBUCIONES PARA LA DOCENCIA

Las contribuciones para la docencia se someten a un proceso de arbitraje en el
que participan como arbitros un miembro del Comité Editorial y un arbitro exter-
no. Los plazos del proceso son los mismos que para los articulos y los ensayos.
En caso de discordancia en las evaluaciones, se seguira un proceso similar al
de articulos y ensayos.

RESENAS

Las resenas son evaluadas por un miembro del Comité Editorial y el resultado
de su evaluacion se comunica al autor una vez que haya sido discutido en el
pleno del Comité Editorial. Para hacer la evaluacion, en este caso, se consideran
la actualidad y relevancia del objeto de la resena y la calidad de la perspectiva
personal que el autor incorpora en su escrito.

ENVIO DE LOS ESCRITOS

Los escritos deberan enviarse en archivo electrénico a la siguiente direccién elec-
tronica: revedumat@yahoo.com.mx.

Precio del ejemplar

Institucional Personal
en papel
$300.00 $150.00
mas gastos de envio mas gastos de envio
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se termino de editar electrénicamente
en Ediciones y Traducciones,
en el mes de enero de 2016.
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